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Аннотация  —  Рассмотрены гибридные A-, L- и Р-
устойчивые неявные методы численного интегрирова-
ния дифференциальных уравнений, построенные на
основе известных разностных схем. Проведен сравни-
тельный анализ канонических одношаговых и предла-
гаемых гибридных методов, который подтверждает вы-
сокую эффективность последних для анализа во вре-
менной области жестких и колебательных цепей.
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I. ВВЕДЕНИЕ

Разрабатываемые в последние десятилетия новые
эффективные методы численного решения систем
обыкновенных дифференциальных уравнений
(СОДУ) до сих пор не нашли широкого применения в
электронных симуляторах. Ситуация объясняется ря-
дом обстоятельств,  главными из которых являются
два. Во-первых, применяемые в симуляторах SPICE-
типа многошаговые методы, использующие формулы
дифференцирования назад, обладают минимальной
для своего порядка точности вычислительной слож-
ностью. Во-вторых, для анализа высокодобротных
цепей приходится использовать метод трапеций 2-го
порядка, поскольку методы более высокого порядка
более эффективны только для осциллирующих задач,
а реальные цепи, как правило, являются осцилли-
рующими и жесткими одновременно. В работе [1]
показано, что для анализа во временной области же-
стких цепей перспективным может считаться двух-
стадийный L2-устойчивый полностью неявный метод
Рунге-Кутты,  а для анализа высокодобротных – Р-
устойчивый метод 4-го порядка, в то же время в [2]
утверждается, что использование известных методов
высоких порядков для анализа реальных цепей в об-
щем случае малоэффективно.

Одним из направлений развития численного реше-
ния СОДУ является разработка А-устойчивых много-
шаговых методов порядка выше 2-го [3], [4], другим –
композитных методов, объединяющих свойства од-
ношаговых и многошаговых методов [5], [6], третьим
– разработка нелинейных гибридных разностных схем
[7], [8]. Данная работа посвящена третьему направле-
нию, сочетающему оптимальным образом вычисли-

тельную сложность, А-, L- и P-устойчивость двух раз-
личных методов.

II. МЕТОД ВТОРОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ

Принцип синтеза гибридного метода удобнее всего
рассматривать для простейшего случая – объединения
неявных методов Эйлера и трапеций. Если шаг чис-
ленного решения разбить на два частичных, осущест-
вляемых указанными методами, то результирующий
метод будет обладать таким же порядком точности и
L-устойчивостью,  как и метод Эйлера.  Поскольку по-
стоянная асимптотической погрешности при такой
комбинации уменьшается быстрее, чем при использо-
вании метода Эйлера на обоих частичных шагах, то
такой комбинированный метод оказывается более
эффективным, чем метод Эйлера. Попытки его прак-
тического использования, однако, объясняются не
этим обстоятельством, а тем, что метод оказывается
экспоненциально-подогнанным (точным для какого-
то определенного собственного значения λ), вследст-
вие чего его эффективность резко растет при анализе
слабо-жестких СОДУ. Разностная схема простейше-
го экспоненциально-подогнанного метода может быть
представлена в виде [9]:
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где a  –  весовой коэффициент ( 10 ££ a ); h –  шаг
интегрирования; n – целое неотрицательное число;
xn + 1 и xn –приближенные значения решения СОДУ в
моменты времени tn + 1 = tn + h и tn соответственно;

),( 111 +++ = nnn txff ; ),( nnn txff = .
В уравнениях математической физики встречаются

задачи, в которых физическое свойство жесткости
наблюдается не во времени,  а в пространстве (т.  н.
разрывные решения). Разностные схемы, корректно
описывающие разрывные решения, обладают намного
большей сложностью, чем схемы для монотонного
решения. Для сохранения приемлемой вычислитель-
ной сложности в этом случае используют гибридные
методы, в которых при превышении какого-то свой-
ства решения (обычно третьей производной по про-
странству) происходит переключение с простой раз-



ностной схемы на более сложную, но точную [10].
По-видимому, такой подход может оказаться осуще-
ствимым и при решении СОДУ, однако, только при
постоянном шаге во времени.  Алгоритм Гира,  ис-
пользуемый практически во всех электронных симу-
ляторах, предусматривает изменение порядка точно-
сти формул дифференцирования назад или шага при
решении СОДУ. В работе [7] был предложен иной
подход, основанный именно на использовании пере-
менного шага.

Если при использовании метода экспоненциальной
подгонки необходимо получить повышенную точ-
ность, то вместе с очевидным уменьшением шага
можно так подобрать константу, определяющую со-
отношение между частичными шагами, чтобы резуль-
тирующая разностная схема была бы близка к методу
трапеций (т. е. 0®a ). В случае же необходимости
исследования общего характера решения на значи-
тельном интервале времени необходимо использовать
не только большой шаг, но и наиболее устойчивый
метод –  в данном случае близкий к неявному методу
Эйлера (т. е. 1®a ). Если упомянутую константу
сделать функцией шага, то оба требования оказыва-
ются удовлетворенными.

Представим весовой коэффициент в (1) в виде воз-
растающей от 0 до 1 рациональной функции шага

m
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где maxh – максимальный шаг интегрирования (в су-
ществующих программах решения СОДУ максималь-
ный шаг выбирается меньше интервала наблюдения в
20… 50 раз); m = 1, 2, 3, …

На рис. 1 показаны зависимости от шага локальной
(шаговой) погрешности )(1 hxx n -= +e для различ-
ных методов при решении задачи

xdtdx -=/ , ],0[ TtÎ , 1)0( =x . (2)
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Рис. 1. Зависимости локальной погрешности от шага
интегрирования. Штриховая кривая – для метода тра-

пеций, пунктирная – для метода Эйлера, сплошные
кривые – для метода (1)

Из рис. 1 следует, что с ростом m устойчивость ме-
тода (1) растет. В общем случае значение m определя-
ется жесткостью решаемой задачи и его оптимальное

значение приближенно равно порядку отношения
максимальной и минимальной постоянной времени
цепи. Поскольку априорно жесткость задачи неиз-
вестна, то можно считать с запасом m = 5.

На рис. 2 приведены зависимости от шага глобаль-
ной (интервальной) погрешности )( NN txx -=e
для тех же методов,  что и на рис.  1.  Глобальная по-
грешность рассчитывалась при решении задачи (2)
для момента времени 162==TtN .
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Рис. 2. Зависимости глобальной погрешности от шага
интегрирования. Знаком + отмечена зависимость для

метода трапеций,  □ – для метода Эйлера, ○ – для
метода (1) при m = 1, ◊ - для метода (1) при m = 2

Из рис.  1  и 2  следует,  что гибридный метод одно-
временно сохраняет L-устойчивость неявного метода
Эйлера и 2-й порядок точности метода трапеций, а
выбор весовой функции )(* hma  не критичен. Нетруд-
но показать, что гибридный метод A-устойчив и при-
годен для анализа и неавтономных задач.

III. МЕТОД ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ

Гибридные методы можно синтезировать на основе
методов более высокого порядка. Большой интерес в
этом случае представляют симметричные разностные
схемы, позволяющие получить максимальный поря-
док точности для данного числа стадий.  В качестве
устойчивого метода для синтеза можно выбрать лю-
бой L-устойчивый метод до 3-го порядка включи-
тельно. Для цепей повышенной жесткости необходи-
мы L2-устойчивые методы [12], поэтому далее рас-
сматривается разностная схема гибридного метода,
комбинирующего схемы двухстадийных А-
устойчивых неявных методов Рунге-Кутты – полно-
стью неявного метода 2-го порядка и симметричного
метода 4-го порядка (методы (26) и (30) из [13]):
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где xn + α – приближенное значение решения СОДУ в
момент времени tn + αh, ),( htnnn aaa += ++ xff .

Зависимость локальной (рис. 3) и глобальной
(рис. 4) погрешностей метода (3) от шага для задачи
(2)  показывает,  что метод еще менее критичен к вы-
бору весовой функции, чем (1). Как и метод (1), метод
(3) не только сохраняет асимптотическую устойчи-
вость наиболее устойчивого из вложенных методов,
но для слабо-жестких задач оказывается еще более
устойчивым.
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Рис. 3. Зависимости локальной погрешности от шага
интегрирования. Пунктирная и штриховая кривые –

для методов Рунге-Кутты – полностью неявного метода
2-го порядка и симметричного метода 4-го порядка со-

ответственно, сплошные кривые – для метода (3)
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Рис. 4. Зависимости глобальной погрешности от шага
интегрирования. Знаком + отмечена зависимость для
симметричного метода Рунге-Кутты 4-го порядка, □ –

для полностью неявного метода Рунге-Кутты 2-го
порядка, ○ – для метода (3) при m = 1

Граница области устойчивости метода (3) cо сни-
жением α быстро приближается к мнимой оси, поэто-
му Р-устойчивость [14] метода (3) оказывается близ-
кой к Р-устойчивости вложенного метода 4-го поряд-
ка.

Арифметическая (вычислительная) сложность ме-
тода (3) вдвое превосходит соответственную слож-
ность вложенных методов. Она может быть сущест-
венно снижена при выборе в качестве метода 2-го
порядка L1-устойчивого диагонально-неявного мето-
да, например TR-BDF2 [5], используемого в програм-
ме компьютерной математики MATLAB.  Конечно,  в
этом случае для особо жестких задач выигрыш вслед-
ствие потери L2-устойчивости будет минимальным.
Метод TR-BDF2 не обладает Р-устойчивостью, по-

этому более выгодным является использование на
первом частичном шаге метода TR-BDF2-3-4 [6].

Задача (2) позволяет исследовать асимптотическую
точность и L-устойчивость методов численного реше-
ния ОДУ. Для анализа радиотехнических цепей не
менее важным свойством метода является его Р-
устойчивость, т. е. устойчивость решения задачи ана-
лиза RLC-контура:

0)0(,)0(,///;// 0 ==--== iUuLRiLudtdiCidtdu ,

решением которой, при принятом в [14] коэффициен-
те затухания равном нулю, является гармоническая
функция.

Следует отметить, что для практики более интерес-
но решение в виде не гармонической,  а квазигармо-
нической функции с малым коэффициентом затуха-
ния. На рис. 5 и рис. 6 приведены графики текущей
погрешности ε(tn) = |xn – x(tn)|, n = 1, 2, 3… трех мето-
дов: трапеций (штриховые линии), Гира (пунктирные
линии) и метода (3) при m = 1 (сплошные линии). Для
метода Гира использовались стандартные установки
точности (RELTOL = 10 – 6). В качестве тестовой зада-
чи был выбран расчет переходной характеристики
последовательного RLC колебательного контура при
низком и высоком значении его добротности (Q = 10
и Q =100).

Рис. 5. Текущие погрешности анализа RLC-контура
(Q = 10). Штриховая кривая – для метода трапеций,

пунктирная – для метода Гира, сплошные кривые – для
метода (3) при m = 1

Рис. 6. Верхняя граница текущих погрешностей анализа
RLC-контура (Q = 100). Штриховая кривая – для метода

трапеций, пунктирная – для метода Гира, сплошные
кривые – для метода (3) при m = 1

Из последних графиков следует, что при анализе
низкодобротных колебательных систем метод (3) в



силу более высокой вычислительной сложности обла-
дает соизмеримым с методами Гира и трапеций соот-
ношением точности к сложности, но при анализе вы-
сокодобротных колебательных систем оказывается
более эффективным. Следует отметить, что метод
Гира обладает более низкой L-устойчивостью, чем
одношаговые методы [12].

В работах, посвященных анализу колебательных
систем в частотной области, основным недостатком
анализа во временной области называется необходи-
мость расчета слишком большого (до 10 6) числа пе-
риодов колебания, то есть недопустимо большое вре-
мя решения СОДУ [15]. В связи с этим следует отме-
тить, что ограничение допустимого интервала наблю-
дения происходит, в основном, не вследствие нехват-
ки времени или оперативной памяти, а вследствие
накопления погрешности округления, поскольку при
использовании методов 2-го порядка для достижения
приемлемой точности шаг решения приходится выби-
рать,  по крайней мере,  в 200 раз меньше периода ко-
лебания. Повышение точности результатов анализа во
временной области позволяет уменьшить не менее
чем на порядок общее число шагов.  Даже в том слу-
чае, если время анализа вследствие увеличения слож-
ности метода не уменьшается, то использование более
точного метода остается предпочтительным вследст-
вие снижения влияния ошибки округления. Кроме
того, существующая практика не ограничивается уз-
кополосными цепями, для которых методы анализа в
частотной области становятся эффективными.

В заключение отметим, что кроме рассмотренных
методов известен только один метод 2-го порядка
точности, сочетающий одновременно в какой-то сте-
пени А-, L- и Р-устойчивость [16].

IV. ВЫВОДЫ

Предложен А-  и L-устойчивый метод решения
СОДУ основанный на применении на последователь-
ных частичных шагах двух вложенных методов: од-
ного L-устойчивого низкого порядка, определяющего
L-устойчивость гибридного метода, другого более
высокого порядка, не обладающего такой устойчиво-
стью, определяющего порядок точности гибридного
метода. В каждом методе используется свой шаг, со-
отношение между частичными шагами функциональ-
но связано с общим шагом. Вычислительный экспе-
римент показал, что точность решения быстроосцил-
лирующих задач гибридным методом также близка к
точности более точного и P-устойчивого вложенного
метода.
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