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I. ВВЕДЕНИЕ 

Быстрое выполнение сложных инженерных расче-

тов требует разработки быстродействующих арифме-

тических модулей для процессоров общего или спе-

циализированного назначения. Операции веществен-

ного сложения и умножения уже давно реализовыва-

ются в микропроцессорах на аппаратном уровне. Про-

ектирование модулей, выполняющих эти операции, 

хорошо отлажено и в настоящее время доступно мно-

жество публикаций на эту тему, например [1], [4]. 

Такие операции как деление и квадратный корень, 

являются гораздо более сложными в проектировании, 

и поэтому часто реализуются программно-

аппаратным способом, используя существующие ап-

паратные возможности процессоров, а именно моду-

ли, выполняющие операции умножение с накоплени-

ем.  

Преимущество такого способа состоит в небольшой 

сложности реализации и, соответственно, малых ап-

паратных затратах, требующих добавления специали-

зированных обратных связей. Недостаток заключается 

в том, что построенная таким образом схема получит-

ся очень медленной и неконвейерной, так как один и 

тот же модуль будет задействован для выполнения 

всех итераций, в дополнение к этому необходимо еще 

вычислить некоторое начальное приближение. 

Поэтому, актуальной является задача реализации 

алгоритмов деления и обратного квадратного корня 

полностью на аппаратном уровне.  

II. ВЫБОР БАЗОВОГО АЛГОРИТМА 

Существует два основных класса алгоритмов дво-

ичного деления и квадратного корня: методы цифро-

вой рекурсии  (SRT, название происходит от фамилий 

создателей) и методы функциональных итераций. Ча-

стным и самым простым случаем SRT-алгоритмов 

является вычисление “в столбик”. Самым распростра-

ненным алгоритмом функциональной итерации явля-

ется метод Ньютона. 

SRT-методы имеют линейную сходимость к резуль-

тату, т.е. обеспечивают получение фиксированного 

количества битов мантиссы результата за одну итера-

цию. Схемы, реализующие подобные алгоритмы, 

сложнее сделать конвейерными, особенно при обра-

ботке чисел двойной точности.  

Поэтому в качестве базового алгоритма был выбран 

метод Ньютона. Он имеет квадратичную сходимость 

и при точности начального приближения 2
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потребует всего одну итерацию. У метода Ньютона 

есть существенный недостаток – метод не обеспечи-

вает получение точного остатка и, следовательно, 

сложно выполнить округление полученного результа-

та по стандарту IEEE754[2]. Ошибка результата будет 

составлять не более одного младшего значащего бита 

(unit in last position, ulp) мантиссы. Однако, такой точ-

ности достаточно для работы в составе специализиро-

ванного сопроцессора, например сопроцессора циф-

ровой обработки сигнала. Тем не менее, будет пред-

ложен метод получения точного остатка, но требую-

щий дополнительных аппаратных затрат. 

При постановке задачи на разработку было три ос-

новных критерия, которым должны удовлетворять 

разрабатываемые модули: они должны быть полно-

стью конвейерными, латентность выполняемых опе-

раций не должна превышать 6-ти тактов машинного 

времени и погрешность результата должна быть не 

больше одного младшего значащего бита мантиссы. 



 

Такие требования продиктованы будущей областью 

применения. 

III. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА 

Как было отмечено в предыдущем разделе, в каче-

стве базового алгоритма выбран метод Ньютона. 

Формулы для вычисления значений итераций обрат-

ной величины и обратного квадратного корня имеют 

следующий вид: 

 )2(1 iii XdXX , 

для обратной величины, d – значение исходного опе-

ранда, 
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2
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для обратного квадратного корня, d – значение исход-

ного операнда. 

Каждая итерация включает в себя две более про-

стые: умножение и умножение с вычитанием. Причем 

они зависимы, умножение должно быть выполнено 

после умножения с вычитанием. В случае обратного 

квадратного корня, выполнение первой части итера-

ции усложняется тем, что сначала необходимо вычис-

лить квадрат значения предыдущей итерации. 

Для вычисления начального приближения X0 целе-

сообразно использовать метод, который дает точность 

достаточную для выполнения всего одной итерации, 

которая обеспечит достижение итоговой точности 

результата[3]. В качестве такого метода хорошо под-

ходит метод кусочно-линейной аппроксимации перво-

го порядка. Аппроксимация искомых функций осуще-

ствляется в диапазоне значений [1, 2), что обусловле-

но стандартом IEEE754. Формула для вычисления 

начального приближения имеет вид: 

 1mod00 CdCX , 

где С0 и С1 – коэффициенты, dmod – модифицирован-

ный исходный операнд, 

 0...0....1....1 1722022mod ddddd . 

II. ОПИСАНИЕ МОДУЛЕЙ 

Модули  реализованы в виде программных RTL-

моделей, описанных на языке Verilog, и имеют полно-

стью конвейерную организацию. Модуль вычисления 

обратной величины имеет 5 стадий, обратного квад-

ратного корня – 6 стадий. Структурные схемы моду-

лей представлены на рис.1а и рис.1б. 

Выборка коэффициентов С0 и С1 производится таб-

личным способом в обоих модулях, в качестве адреса 

таблицы выступают старшие биты мантиссы исходно-

го операнда, располагающиеся после десятичной точ-

ки. В данном случае выборка коэффициентов произ-

водится по 6-ти старшим битам дробной части ман-

тиссы входного операнда. При вычислении обратного 

квадратного корня в таблице хранятся по два значения 

каждого из коэффициентов: для случаев четной и не-

четной экспоненты числа.  

Ошибка начального приближения, выполненного 

предложенным методом кусочно-линейной аппрокси-

мации, с выборкой коэффициентов по 6-ти старшим 

битам мантиссы составляет не более 2
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Этап 

коррекции

Выборка из таблицы

Мантисса 

операнда

6

C0

16
Такт 1

16

C1

Вычисление начального 

приближения

X0 16

Вычисление первой 

части итерации

Вычисление 

второй 

части итерации

39

2  х 54

24 24

“2”

П
ер

ев
о
д

 в
 

д
о
п

о
л
н

и
те

л
ьн

ы
й

 

к
о
д

 

М
о
д

и
ф

и
к
ац

и
я 

в
х
о
д

н
о
го

 

о
п

ер
ан

д
а

X0

24
25

Этап 

округления

Такт 2

Такт 3

Такт 4

Такт 5

Экспонента

8

Такт 6

32

32 ВыходВыход IEEE 754

О
к
р
у
гл

ен
и

е 

ск
о
р
р
ек

ти
р
о
в
ан

н
о
го

 

зн
ач

ен
и

я

 Рис. 

1а. Структурная схема модуля вычисления обратной 

величины 

 

Суммарный объем коэффициентов для модуля об-

ратной величины составляет приблизительно 256 

байт, для модуля обратного квадратного корня – 512 

байт. Размер таблиц невелик, поэтому целесообраз-

ным будет избежать применения блоков памяти и реа-

лизовать таблицы на комбинационной логике. 
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Рис. 1б. Структурная схема модуля вычисления об-
ратной величины 

Как было отмечено выше, для вычисления началь-

ного приближения необходима дополнительная опе-

рация умножения с вычитанием. Данное действие 

реализовано с помощью подмодуля умножения. Все 

подмодули умножения, примененные для вычисления 

функций, реализованы на основе модифицированного 

алгоритма Бута[4], который предусматривает форми-

рование частичных произведений, а затем их сложе-

ние сумматором (деревом Уоллеса[5]). Необходимо 

отметить, что операция умножения начального при-

ближения знаковая, так как надо получить значение: 

 1mod00 CdCX . 

Согласно правилу умножения знаковых чисел по 

этому алгоритму, последнее частичное произведение 

содержит только один бит – инкремент предыдущего. 

Поэтому сложение константы С0 может быть реализо-

вано модификацией последнего частичного произве-

дения и, следовательно, количество частичных произ-

ведений не изменится, что позволит выполнить на-

чальное приближение за время умножения. Как видно 

из приведенного рисунка, вычисление начального 

приближения занимает больше такта машинного вре-

мени. Полная разрядность приближения не нужна, так 

как ошибка существенно больше ulp X0 и составляет  

величину 2
-14

, поэтому,  для удобства и запаса в один 

бит, произведено усечение до 16 бит (1бит целой час-

ти, который всегда “0”, и 15 бит дробной части - не-

посредственно приближение). 

Единственная итерация Ньютона выполнена с по-

мощью операций умножения с вычитанием, а затем 

просто умножения. Умножение с вычитанием выпол-

нено аналогично таковому из начального приближе-

ния, что опять же позволяет выиграть в скорости без 

существенных затрат. Итерация занимает приблизи-

тельно два такта машинного времени. Необходимо 

отметить, что у последнего умножения итерации нет 

необходимости выполнять суммирование с распро-

странением переноса, достаточно всего лишь выпол-

нить компрессию частичных произведений деревом 

Уоллеса.  

Окончательное суммирование с распространением 

переноса объединено с этапом округления. Такой 

подход считается распространенным при построении 

арифметических исполнительных устройств, в кото-

рых необходимо округление, и позволяет получить 

существенный выигрыш в быстродействии. Алгоритм 

округления представляет собой один из стандартных 

подходов при выполнении операции вещественного 

умножения[6]. Он может быть использован и здесь 

без существенных переделок. Изменения коснутся 

только разрядности обрабатываемых операндов, ко-

торые отличаются от таковых для умножения мантисс 

одинарной точности. 

Все сумматоры с распространением переноса, при-

мененные в модулях, построены по схеме с ускорен-

ным переносом (carry-look ahead). Они использованы 

на этапах дополнения/модификации входной мантис-

сы, начального приближения, возведения в квадрат 

начального приближения для обратного корня,  пер-

вой части итерации, а также на этапе округления. 

IV. ВЫПОЛНЕНИЕ КОРРЕКЦИИ 

Как было отмечено в разделе II, данный алгоритм 

не позволяет получить результат, полностью удовле-

творяющий стандарту IEEE754 по точности, так как 

метод Ньютона не обеспечивает получение точного 

остатка.  

Действительно, тестирование моделей показало, что 

отличия от точных значений составляют не более 1ulp 

мантиссы результата. Проверка  проводилась с помо-

щью перебора операндов со всеми комбинациями 

мантисс и с фиксированным значением экспоненты. В 

случае обратного квадратного корня, перебор прово-

дился дважды, с четным и нечетным значениями  экс-

поненты. 



 

Результаты моделирования показали, что расхожде-

ния с точным результатом происходят приблизитель-

но в 30 – 40% от всех комбинаций мантиссы. Для по-

вышения точности работы, т.е. для сокращения коли-

чества неправильных результатов, можно увеличить 

точность начального приближения, например, повы-

сив степень аппроксимирующей функции, но расхож-

дения все равно останутся.  

Это может оказаться неприемлемым при встраива-

нии модулей в состав блоков вещественной арифме-

тики (FPU) основного процессора, поэтому необхо-

димо предусмотреть этап коррекции, который конеч-

но же потребует дополнительных аппаратных затрат и 

увеличит время выполнения операций. 

Для обеспечения точного округления следует знать 

точный остаток, который возможно получить, выпол-

нив дополнительные вычисления[7]. Точный остаток 

равен разности делимого (единица) и произведения 

неточного частного (его квадрата) на делитель: 

 dRESREM 1 , 

в случае обратной величины, 

 dRESREM 21 , 

в случае обратного квадратного корня. 

Важен даже не сам остаток, а его знак: если он по-

ложителен, то значит, полученный результат является 

недооцененным, если он отрицателен – переоценен-

ным.  

Вычисление знака точного остатка требует добав-

ления подмодуля умножения, который с помощью 

небольшой модификации, упомянутой выше, может 

выполнить операцию умножения с вычитанием. В 

дополнение к этому, необходимо полное суммирова-

ние с распространением переноса для определения 

знака. 

Следовательно, неточный результат следует либо 

инкрементировать, либо декрементировать в зависи-

мости от режима округления. Такая коррекция была 

выполнена на примере только модуля обратной вели-

чины, так как он имеет большее быстродействие, т.е. 

латентность 5 тактов против 6 у обратного корня. Она 

позволила выполнить точное округление и полностью 

соответствовать стандарту. В случае обратного квад-

ратного корня применение такой коррекции более 

затруднительно, так как требуется больше арифмети-

ческих действий, и они не укладываются в отведен-

ный диапазон 6 тактов. Работа по повышению точно-

сти работы и быстродействия модуля обратного квад-

ратного корня ведется в настоящее время. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Спроектированы программные модули вычисления 

обратной величины и обратного квадратного корня 

одинарной точности в виде  RTL-моделей, описанных 

на языке Verilog. Алгоритм работы основан на методе 

Ньютона с кусочно-линейным начальным приближе-

нием.  

На примере модуля обратной величины, был реали-

зован метод коррекции получаемого результата для 

соответствия стандарту вещественной арифметики. 

Разработанные модули соответствуют предъявлен-

ным требованиям и могут быть применены в составе 

специализированного арифметического сопроцессора, 

который допускает неполное соответствие стандарту 

IEEE754. Модуль обратной величины обеспечивает 

точность результатов согласно стандарту, модуль об-

ратного квадратного корня – ошибку равную ulp ман-

тиссы. Так, модули были включены и тестировались в 

составе программной RTL-модели сопроцессора ком-

плексной арифметики, который допускает неполное 

соответствие стандарту.  

При завершении работ по дополнению модуля об-

ратного корня этапом коррекции, модули могут быть 

применены в составе блоков вещественной арифмети-

ки (FPU). 

Для оценки быстродействия был выполнен схемо-

технический синтез разработанных модулей в составе  

сопроцессора. Результаты  синтеза показывают, что 

быстродействие модулей находится на уровне 

250Мгц, при 5(6)/6 этапах конвейера для деле-

ния/корня. Синтез выполнялся по проектным нормам 

0.18мкм.  
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