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Аннотация  —  В статье приведены основы модуляр-

ной логарифметики над полем GF(p). Представлены 

методы вычисления скалярных произведений векторов 
в базисе модулярной логарифметики. Синтез методов в 
базисе ПЛИС показал существенный прирост произво-

дительности. За счет значительного упрощения опера-
ции умножения логарифметика может успешно исполь-
зоваться для повышения эффективности реализации 

арифметических операций в модульных вычислитель-
ных системах. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Проблема повышения быстродействия в системах, 

функционирующих в реальном времени и в больших 

динамических диапазонах, может быть решена не 

только за счет совершенствования технологии, но и за 

счет распараллеливания вычислительных операций, 

что влечет за собой разработку методов распаралле-

ливания, как на уровне алгоритмов, так и на уровне 

машинных кодов. Межразрядные связи позиционной 

арифметики делают практически невозможным удов-

летворения таких требований на уровне машинных 

кодов. Модулярная арифметика  позволяет устранить 

проблему потери скорости, которую несут арифмети-

ческие вычисления, что делает ее привлекательной в 

большинстве задач интенсивных вычислений. Опера-

ция вычисления скалярного произведения векторов 

является неотъемлемой частью арифметического про-

цессора, используемого при решении такого рода за-

дач. Применение  аппарата  модулярной арифметики  

при  построении  специализированных  вычислителей 

позволяет повысить производительность таких систем 

за счет естественного распараллеливания трактов об-

работки данных без какого-либо изменения сущест-

вующих технологий.  Однако, применение модуляр-

ной арифметики при построении высокопроизводи-

тельных систем, к которым относятся устройства 

цифровой обработки сигналов, не является широко 

используемым методом. Несмотря на то, что  имеются 

реальные коммерческие продукты, с применением 

аппарата модулярной арифметики, эта область явля-

ется малоизученной. Развитие интегральной схемо-

техники и использование современных САПР (таких 

как Synopsys, Cadence) приводит к возможности ис-

пользования новых методов проектирования как от-

дельных узлов, реализующих вычислительные опера-

ции, так и устройств в целом. Таким образом, сущест-

вуют способы более эффективного, с точки аппарат-

ных и временных затрат, построения основных бло-

ков, входящих в состав таких устройств с учетом их 

интегрального исполнения. Что, в свою очередь, при-

водит к выигрышу по площади и быстродействию для 

всей системы в целом. Этому вопросу посвящено 

много работ и защищено немало диссертаций. В на-

стоящее время актуальным вопросом является все-

стороннее изучение особенностей реализации базо-

вых арифметических операций модулярной арифме-

тики посредством соответствующих операций лога-

рифметики в связи с существующим прогрессом вы-

числительной техники и необходимостью поиска но-

вых и эффективных вычислительных технологий.  

II. ОБЗОР МОДУЛЯРНОЙ ЛОГАРИФМЕТИКИ 

Рассмотрим дискретный логарифм над полем 

GF(p). 

Определение 1. 

Пусть w - образующий элемент поля GF(p).        

Дискретным логарифмом по основанию w над GF(p) 

будем называть функцию аргумента х )( Zx , за-

данную формулой: 
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p  - символ, не являющийся элементом                           

кольца Zp-1.  

Положим 12t

p . Технологичность такого вы-

бора обусловлена следующим: если p - t-битное чис-



 

ло, т.е. 
tt p 22 1
, то в роли символа p  целесо-

образно использовать t-битную двоичную запись чис-

ла 12t ; поскольку p - простое, то справедливо нера-

венство 12tp . Тем самым, число 12t
 не явля-

ется символом, изображающим элемент кольца Zp-1 

для любого простого p ≥ 3. При таком выборе p  все 

значения функции 
pw xy lg  различны и описыва-

ются t-битным двоичным кодом. 

Областью значений дискретного логарифма (1) яв-

ляется множество },2...,,2,1,0{ pp pJ . Ха-

рактерными точками из GF(p) отображения  

pw JpGF )(:lg при любом p и любом выборе w 

являются точки 0, 1, w, p-1; они, соответственно, ото-

бражаются в точки множества Jp: p , 0,1, 
2

1p . 

 По построению логарифмическая функция биек-

тивно отображает конечное поле GF(p) на Jp. Тем са-

мым на Jp генерируется структура конечного поля, 

изоморфная структуре поля GF(p). Это утверждение 

служит основой для формирования логарифметики 

над полем GF(p).  

Рассмотрим подробнее соответствующие покомпо-

нентные операции 
pw xx 21gl ; 

pw xx 21gl . 

Обозначим операцию умножения в логарифметике 

символом  , т.е. если 
pw xy 11 gl , 

pw xy 22 gl , 

то 
pw xxyy 2121 gl: .  

 

Обозначим операцию сложения  в логарифметике 

символом      , т.е.  
pw xxyy 2121 gl:  
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- так называемый 

логарифм Якоби [7]. 

Таким образом, вычислительный базис логарифме-

тики по простому модулю p составляют три незави-

симых функциональных блока: 
- предикаторы сингулярности 
 

, 

 

  

 

; 
 

- сумматор 
1p

 по mod(p – 1);  

- логарифм Якоби .  

На рис. 1 представлена обобщенная структурная 
схема вычислительного элемента (ВЭ), реализующая 
данные операции. 

Предикаторы сингулярности проверяют операнды и 
промежуточные результаты на сингулярность лога-
рифма и в зависимости от результата проверки управ-
ляют выходными мультиплексорами для выбора зна-
чения результата.  

Анализ схемы показывает, что эффективность опе-
рации логумножения сравнима с эффективностью 
реализации модульной операции сложения по  
mod(p – 1), в то время как эффективность операции 
логсложения понижается за счет применения двух 
сумматоров по mod(p – 1) и таблицы Якоби. 

Отметим, что логарифметика конечного поля может 
быть распространена на кольцо вычетов по составно-
му модулю, опираясь на Китайскую теорему об ос-
татках [5]: логарифметикой кольца вычетов по mod N, 
где N = p1p2…pn (pi - простые), называется арифмети-
ка прямого произведения полей 

nppp LZLZLZ 
21

, которая изоморфна арифме-

тике кольца 
nppp ZZZ 

21
. В роли модулей p1, 

p2,…,pn целесообразно выбирать технологичные мо-
дули [6]. В работе [7] приведены сравнительные оцен-
ки характеристик функциональных блоков модулярной 
логарифметики конечного поля GF(p). 

III. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПРЕДЛАГАЕМЫЕ МЕТОДЫ ЕЕ 

РЕШЕНИЯ 

Операция вычисления скалярного произведения 

векторов над полем GF(p): 
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, где р - простое. 

В базисе логарифметики задача нахождения ска-

лярного произведения векторов сводится к задаче 

нахождения логарифма Гаусса от N переменных.  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Обозначим ее как: 
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loglog
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Традиционным решением вычисления гауссова ло-

гарифма от большого числа слагаемых является метод 

восстановления (потенцирования) каждого слагаемо-

го, их суммирования и последующего логарифмиро-

вания результирующей суммы. Типовая структура 

такого вычислителя представлена на рис. 2: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2. Типовая структура блока вычисления логарифма 

Гаусса в модулярной арифметике 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для вычисления скалярного произведения векторов 

в логарифметике конечного поля GF(p), требуется 

разработать методы вычисления логарифма Гаусса 

без промежуточного потенцирования операндов. 

Представляя подлогарифмическое выражение урав-

нения (2) разными способами, можно получить раз-

личные варианты решения нахождения логарифма 

Гаусса.   

А. Метод, использующий ассоциативный подход. 

Подлогарифмическое выражение уравнения (2) 

представим в виде:  
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Как было показано выше, сложения двух чисел в 

логарифметике выполняется по правилу:  
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Непосредственное вычисление значений логарифма 

Якоби имеет сложность дискретного логарифма. Таб-

личная реализация логарифма Якоби, в силу техниче-

ских ограничений на допустимый объем используе-

мых таблиц, ограничена сверху количеством разрядов 

базисного модуля p поля Галуа GF(p). О том, как со-

кратить таблицу Якоби, написано в работе [4].  

Тем самым, структурная схема алгоритма вычис-

ления логарифма Гаусса большой арности, исполь-

зующая метод ассоциативности (сокращенно СПВа1), 

представлена на рис. 3. 
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Рис. 1. Обобщенная структура ВЭ по модулю p модулярной логарифметики 
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Рис. 3. Структурная схема одного модульного канала  

блока СПВа1 

 

Б. Метод, основанный на обобщенном преобразо-

вании Горнера. 

Подлогарифмическое выражение уравнения (2) 

примет вид: 
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Такой подход позволяет получить конвейерную 

структуру (сокращенно СПВа2) с предварительной 

обработкой данных. Подробнее о этом методе напи-

сано в [4]. Структурная схема данного алгоритма 

представлена на рис. 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Рис. 4. Структурная схема одного модульного канала  

блока СПВа2 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ СИНТЕЗА 

Структурный синтез проводился средствами 

САПР Synopsys Synplify в базисе ПЛИС Altera Stratix 

II EP2S15F484C3. Симуляция и верификация VHDL 

проектов проводились средствами ModelSim Mentor 

Graphics. Быстродействие схемы определяется такто-

вой частотой, сложность реализации измеряется чис-

лом адаптивных логических блоков табличного типа 

(ALUT, Adaptive Look Up Table). 

Таблица 1 

Характеристики устройств вычисления скаляр-

ных произведений векторов 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Результаты синтеза предложенных алгоритмов по-

казывают, что счет значительного упрощения опера-

ции умножения логарифметика может успешно ис-

пользоваться для повышения эффективности реализа-

ции арифметических операций в модульных вычисли-

тельных системах.  
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 Clock, Mhz ALUT 

Позиционный вариант 168 387 

Модулярный вариант 376 254 

СПВа1 394 323 

СПВа2 333 555 
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