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Аннотация  —  Предлагается метод  понижения порядка 

моделей линейных схем, основанный на 

последовательном исключении малых индуктивностей. 

Метод обеспечивает первый порядок точности 

передаточных функций редуцированной схемы. Получен 

критерий пассивности редуцированной схемы, который 

может быть легко  верифицирован. Предложенный 

подход может быть рассмотрен как расширение 

известных селективных алгоритмов исключения 

емкостных узлов в цепи с индуктивностями.  
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Важной задачей практического моделирования 
СБИС является редукция многопортовых линейных 
цепей, необходимая, например, при моделировании 
процессов в межсоединениях или подложке. Выбор 
методов редукции высокоразмерных моделей для 
цепей со многими входами и выходами является  
актуальной проблемой этого исследовательского 
направления [1]. Следует отметить, что применение 
наиболее распространённых алгоритмов редукции на 
базе метода Крыловских подпространств, например, 
PRIMA [2], сталкивается в этом случае с 
существенными ограничениями. Эти методы 
разработаны и детально исследованы  для редукции 
моделей с одним входом и одним выходом. При их 
применении к многопортовым цепям число новых 
векторов на каждом итерационном шаге определяется 
количеством входов и выходов. Поэтому размерность 
Крыловских подпространств очень быстро растёт, что 
делает бесперспективным их применение к 
многопортовым задачам.  

По указанной причине внимание исследователей 
обращено к развитию  альтернативных подходов, в 
первую очередь, на базе селективных методов 
узлового исключения [3-6].  Так, например, 
популярный алгоритм [5] выполняет редуцирование 
последовательным исключением узлов схемы, 
обеспечивая быстрое редуцирование ёмкостно-
резистивных  межсоединений. Требуемая точность 
достигается благодаря оценке степени малости 
постоянных времени  и её использовании в качестве 
критерия исключения узловых переменных. 

Для высокоразмерных моделей алгоритм [5] часто  
не обеспечивает ту степень редуцирования, которая 

достигается в проекционных методах [2] или методах 
балансной реализации [7], но в подобных случаях 
применение селективных методов полезно  на шаге 
предварительной обработки [8] для получения 
существенного результирующего ускорения при 
последующем применении более совершенных 
методов. 

Селективные методы редукции исходно 
ориентированы на исключение узловых переменных. 
Их первоначальная разработка не предполагала  при-
менение к узлам с подключенными индуктивностями. 
Этому соответствовало предположение, что индук-
тивностями в межсоединениях можно пренебречь и 
такое ограничение рассматривалось как несущест-
венное для задачи редуцирования межсоединений. Но 
рост рабочих частот и/или мощностей современных 
СБИС увеличивает вклад индуктивностей в импеданс 
межсоединений, что приводит к заметной ошибке при 
их пренебрежении. Поэтому важной задачей является  
распространение селективных методов узлового   
исключения  на схемы  с малыми индуктивностями в 
рамках наиболее распространённого метода фор-
мирования модели Модифицированного Узлового 
Анализа (MNA). 

В настоящее время известны ряд предложений [9-
12] по учету индуктивностей в алгоритмах исключения 
узлов. Специальный случай узла с двумя RL ветвями и 
многими емкостями рассматривается в [9], [10]. В [11] 
метод исключения узлов используется для получения 
выражений высокого порядка для узловых 
комплексных проводимостей, а затем применяется 
оптимизационный метод синтеза RLC схем. Такой 
подход представляется излишне сложным и 
затратным. Метод в статье [12] представляет правила 
слияния двух ветвей любых типов, присоединенных к 
исключаемому узлу. Но эти правила не гарантируют 
первый порядок точности  лапласовских 
проводимостей, что приводит к недостаточной 
точности в случае малых индуктивностей. В частности,  
правило слияния LR-ветви (с малым L) и C-ветви 
эквивалентно отбрасыванию индуктивности. 

Цель данной статьи состоит в разработке 
алгоритмов  редукции на основе метода исключения 
для схем с малыми индуктивностями, 
обеспечивающих первый  порядок  точности.  

Можно показать, что для узла с подсоединенной 
индуктивностью гауссовское исключение узлового 



 

напряжения и последующее пренебрежение членами 
высокого порядка приводит к эквивалентной схеме с 
асимметричной матрицей емкостей. Такая схема не 
обеспечивает пассивность, и поэтому не может 
использоваться при моделировании ИС. Поэтому 
предлагаемый метод основан на одновременном 
исключении двух схемных переменных - узлового 
напряжения и тока индуктивности.  

Такой метод можно назвать ”исключением 
индуктивности” потому, что он приводит к редуциро-
ванной схеме, из которой удалены  индуктивности и 
добавлены емкости, чем обеспечивается первый 
порядок точности (Раздел III).  Пассивность 
полученной схемы проверяется критерием 
положительной определенности матрицы емкостей. 
Если исключаемая индуктивность связана  с другой 
индуктивностью схемы (Раздел IV), то редуцированная 
схема содержит связи между индуктивностями и 
емкостями (LC-связи). Показано, что такие связи 
соответствуют дополнительным ненулевым элементам 
матрицы емкостей MNA. Поэтому моделирование 
редуцированной  схемы с LC-связями требует 
внесения небольших изменений в программу 
моделирования. Получены также правила исключения 
индуктивности при наличии LC-связей (Раздел V). 
Показано что последовательное исключение всех 
индуктивностей в исходной схеме приводит к RC-
схеме без LC-связей. Численные эксперименты (Раздел 
VII) показывают, что предложенный метод 
обеспечивает намного меньшие ошибки редуцирова-
ния, чем простое отбрасывание малых индуктивно-
стей.  

II. ПРЕДПОСЫЛКИ 

Исключение RC-узла [13] (pис. 1) основано на 
выражении для преобразования соединения типа 
звезда в лапласовской области (ветви индексируются 
теми же индексами, что и их внешние узлы): 
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где 
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,  являются проводи-

мостями ветви и узла соответственно, Sn - множество 

индексов внешних узлов RC-ветвей, подсоединенных 

к узлу n.    
Если отбросить члены высшего порядка 

относительно лапласовской переменной s в 
разложении Тейлора (1), то получим выражения для 
проводимостей и емкостей, которые должны быть 
добавлены к схеме после исключения узла: 
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Метод [5] использует (2) без последнего члена в 
выражении для емкости, и в этом случае все емкости 
редуцированной схемы положительны, что 
обеспечивает пассивность схемы. 

 

Рис. 1. Преобразование схемы при исключении RC-узла 

Однако, как было доказано в [14], несмотря на 
появление отрицательных емкостей использование 
полного выражения (2) не приводит к потере 
пассивности схемы. Следовательно, точное выражение 
(2) может быть использовано при исключении узла, 
что обеспечивает снижение ошибки. 

Однако численные эксперименты показывают, что 
для схем, содержащих узлы, изолированные от земли 
по постоянному току (например, RC-цепи), точность 
редуцированной схемы не улучшается при добавлении 
дополнительного отрицательного члена. Это следует 
из следующей теоремы: если каждый узел схемы не 
имеет пути к земле по постоянному току, то 
редуцирование методом [5] также обеспечивает 
первый порядок точности. Частный случай этой 
теоремы был доказан в [6]. 

III. АЛГОРИТМ ИСКЛЮЧЕНИЯ ИНДУКТИВНОСТИ 

Здесь рассматривается случай одной 
индуктивности, подключенной к RC-узлу  (Рис. 2). Для 
получения редуцированной схемы исключаются две 
схемные переменные: узловое напряжение и ток 
индуктивности. 

 
Рис. 2. Преобразование схемы при исключении RC-узла 

с индуктивностью 

Пусть 
iw - ток i-й ветви, подсоединенной к узлу n.  

Учитывая, что: 

    nniii Sivvyw                  (3)    

получим из уравнения Кирхгофа для узла n ток индук-

тивности в виде: 
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Напряжение на индуктивности определяется как  

mmmn wsLvv  .                                       (5) 

Подставив (4) в (5) получим 
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Узловое напряжение, полученное из (6) отбрасыва-
нием членов высших порядков, имеет вид: 
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После подстановки (7) в (3) и пренебрежения 
членами высших порядков с приведением подобных  
членов  в соответствии с узловыми напряжениями 
получаем 
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где 
i
nS - это множество nS без индекса i и 

jimijnimi
ggsLcGgsLc  ~,~ .                   (9) 

 Выражение для тока, втекающего в i-й узел 
(8), соответствует следующей схеме (рис. 2): 

a) исключается узел n и удаляется (закорачивается) 

индуктивность; 

b) старые RC-ветви сохраняются в соответствии с 

первым членом в (8); 

c) к каждой RC-ветви подсоединяются новые емкости 

ic~  (9), ток через которые соответствует второму члену 

в выражении (8); 

d) новые емкости 
ijc~  (9) включаются между внешними 

узлами RC-ветвей, определяя тем самым токи, 

соответствующие третьему члену (8). 
В отличие от случая исключения  RC-узла 

пассивность схемы после исключения  индуктивности 
не гарантирована. Поэтому прежде, чем принять 
исключение, необходимо проверить пассивность  по-
лученной схемы по какому-либо критерию. Известно, 
что схема пассивна,  если ее матрицы проводимостей и 
емкостей неотрицательно определенные, а матрица 
емкости еще и симметрична. В нашем случае матрица 
проводимостей не меняется, а  матрица емкостей 
симметрична по построению. Таким образом, необхо-
димо контролировать только условие неотрицательной 
определенности матрицы емкостей. Применим 
следующий критерий неотрицательной определенно-

сти симметричной матрицы: 
jjiiijii ССcС  ,0 . Это 

эквивалентно следующим условиям на величины узло-
вых емкостей и емкостей ветвей: 
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Если для редуцированной схемы условие (10) не 
выполняется, то исключение должно быть отвергнуто. 

Простой пример исключения индуктивности 
представлен на Рис. 3. Условия (10) для 
редуцированной схемы сводятся к ./2 2rLс   Это 

неравенство соответствует условию неколебательного 
характера переходного процесса в исходной RLC 
секции. 

 
Рис. 3. Редуцирование RLC секции 

IV. АЛГОРИТМ  ИСКЛЮЧЕНИЯ СВЯЗАННОЙ 

ИНДУКТИВНОСТИ 

Рассматривается случай, когда  индуктивность Lm 
связана с некоторой другой индуктивностью Lk. Эта 
связь определена величиной взаимной индуктивности 
Lmk (рис. 4). В этом случае  справедливы выражения (3, 
4), а (5) следует заменить на:  

kmkmmmn
wsLwsLvv  ,                                  (11) 

и должно быть добавлено уравнение для напряжения 

на индуктивности Lk: 

mnkkkk
wsLwsLu  .                                      (12) 

 

 
Рис. 4. Преобразование схемы при исключении 

связанной индуктивности 

 
Далее подстановка (4) в (11) приводит с точностью 

 2sO к выражению: 
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После подстановки (13) в (3)  получаем выражение 
первого порядка для узлового тока, содержащее 
дополнительный член по сравнению с (8): 
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где 
iŵ - правая часть (8), а 
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Подстановка (4) в (12) приводит к выражению для 
напряжения на индуктивности, содержащему 
аналогичные члены: 
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Параметр  kmi,

~
 в (14, 16) соответствует LC-связи  

между резистивно-емкостными (RC) и индуктивными 
(L) ветвями (Рис. 4), которую можно определить 
следующими выражениями для емкостного тока (

Ci ) и 

напряжения на индуктивности (
Lu ): 
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В (16) обозначение 
 kmi, индексируется ссылкой на  

k-ю индуктивность и емкость между узлами m, i. Хотя 
не существует физических устройств с таким взаимо-
действием, формально такое взаимодействие может 
быть определено в  MNA базисе следующим образом. 

MNA-матрицы проводимости и емкости общей 
RLCK схемы представляются как: 
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 Здесь подматрица I - матрица инциденций для 
индуктивностей схемы. Подматрица Θ – это нулевая 
матрица для физически реализуемых RLCK схем. При 
гауссовском исключении элементы подматриц  Θ 
приобретают ненулевые значения. Такие ненулевые 
значения могут быть определены LC-связями: 
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Из Рис. 4 и (14), (15) видно, что каждая связь 
исключенной индуктивности заменяется LC-связями с 
каждой RC-ветвью удаленного узла. Вследствие 
симметричности C

MNA
 условие пассивности может 

быть представлено в виде 

jkjkikik
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i
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Стандартные программы схемотехнического 
моделирования  не могут анализировать схемы с LC-
связями. Но такая возможность может быть легко 
внедрена в симулятор, используя выражения (17) и 
MNA матрицу емкостей (18). 

V. АЛГОРИТМ ИСКЛЮЧЕНИЯ ПРИ НАЛИЧИИ LC-

СВЯЗЕЙ  

 Возможное появление LC-связей в процессе 
редуцирования схемы требует анализа ситуации, когда 
исключаемая индуктивность имеет LC-связь с какой-
либо RC-ветвью (Рис. 5). 

 
Рис. 5. Преобразование схемы при исключении 

индуктивности с LC-связями 

В этом случае (5) следует заменить на 

   lkmlkmmmn vvswsLvv  , .                             (21) 

После преобразований, подобных (6-8), мы получим 
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Ток, втекающий в узел m, определяется как: 
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Последние члены в (22, 23) представляют токи 
через емкости 
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Таким образом, после исключения индуктивности с 
LC-связью редуцированная схема содержит 
дополнительные емкости (24), показанные на рис. 5. В 
частном случае индуктивности, связанной со смежной 
RC-ветвью, редуцированная схема содержит одну 
дополнительную емкость 

 mlnii gc ,
~  , подсоединенную 

к ранее связанной ветви (помимо емкостей, 
определенных в (9)). Этот случай показан на Рис. 6. 

 
Рис. 6. Преобразование схемы при исключении 

индуктивности с LC-связью с соседней ветвью 

Отметим, что после исключения всех связанных 
между собой индуктивностей редуцированная схема 
содержит только RC-ветви, т.е. RLCK схема 
преобразуется в  RC-схему.  Пример редуцирования 
двух  связанных LR-ветвей путем исключения обеих 
индуктивностей представлен на Рис. 7. 

 
Рис. 7. Редуцирование схемы из двух связанных LR-

ветвей приводит к RC-схеме с емкостями 2

111 / rLc  , 

2

222 / rLc  , 
2112 / rrLcM   

 

 
Рис. 8. Преобразование схемы исключением RC-узла при 

наличии LC-связи 

LC-связи должны учитываться также при 
исключении RC-узла (1, 2). Если m-я RC-ветвь 



 

исключаемого узла n имеет LC-связь с k-й  
индуктивностью (Рис. 8), то ток ветви равен: 

    kknmnmmm
wsvvyw

,
 .                                       (25) 

Токи других RC-ветвей определены через (3), и 
баланс токов для узла n имеет вид 

    0, 
 nSj

njjkknm vvyws .                                            (26) 

После получения 
nv  из (26), подстановки его в (2, 

25), и пренебрежения членами высших порядков мы 
получаем 
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Здесь 
ijij cg ~,~  определены в (2), а последние члены в 

(27, 28) соответствуют LC-связям в редуцированной 

схеме (Рис. 8) 
   

n

i
knmkim

G

g
,,

~
  . Таким образом, после 

исключения узла параметр связи ветви распределяется 
среди новых ветвей, смежных с узлом m,  
пропорционально их проводимостям. 

VI. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ 

Исключение  выполняется, если оно обеспечивает 
достаточно малую ошибку передаточных 
характеристик редуцированной схемы. Ошибка метода 
первого порядка определяется отброшенными членами 
высших порядков. Для случая исключения  RC-узла (2) 

можно оценить член m-го порядка [6] как  m

n

n

m sO   , 

где 
nn

RC

nn GC / - RC постоянная времени n-го узла. 

Поэтому исключаемые узлы в [2] выбираются по 
условию 

min n
, где 

min оценивается по 

максимальной операционной частоте устройства - 

maxmin / fa . Коэффициент a определяется 

компромиссом между точностью и коэффициентом 
редукции схемы. 

Для исключения индуктивностей в процессе 
редукции необходимо определить узловые постоянные 
времени для узлов с индуктивностью. Члены m-го 
порядка, которыми пренебрегают при исключении 
индуктивности (7, 8), оцениваются как 

 mlrssO
l

RL

n

k
RC

n

n

m 






 , , где RC

n  определено 

выше, а
n

RL

n LG . Поэтому узловая постоянная 

времени  в этом случае может быть оценена как 
значение наихудшего случая  LR

n

RC

nn  ,max . На 

каждом шаге исключаемый узел определяется 
минимальной постоянной времени  среди всех узлов 
схемы с не более чем одной подключенной 
индуктивностью. 

В представленном выше анализе не 
рассматривались узлы со многими подключенными 
индуктивностями. Но такой случай не требует 
специального анализа, потому что представленные 

алгоритмы достаточны для обеспечения исключения 
всех малых индуктивностей. Это можно объяснить 
следующим образом. Мы не рассматриваем схемы, 
содержащие контуры индуктивности (в таких схемах 
однозначно не определяется режим по постоянному 
току). Поэтому каждый связный граф индуктивностей 
- это дерево, у которого всегда есть листья, т.е. узлы с 
только одной подключенной индуктивностью (Рис. 9). 
Поэтому, если все индуктивности дерева достаточно 
малы, то рассмотренный выше алгоритм исключения 
единственной индуктивности последовательно 
исключит все. 

 
Рис. 9. Дерево индуктивностей может быть полностью 

удалено последовательным исключением RC-узлов 

VII. ПРИМЕРЫ  

Ниже приведены два примера применения 
предлагаемых алгоритмов исключения индуктивнос-
тей. Первый пример представляет собой RLC цепь, 
содержащую 10 идентичных секций, представленных 
на Рис. 4 с параметрами: r = 1Ω, L =0.4pH, C =1pF. 
Отметим, что величина индуктивности немного 
меньше, чем максимально-допустимая величина,  
обеспечивающая условие пассивности (Lmax = 0.4pH). 

  

 
Рис. 10. Частотный и временной отклики RLC линии 

 

 
Рис. 11. Ошибки откликов редуцированной RLC-цепи 

при исключении (1) и пренебрежении (2) индуктивностей 

После схемного моделирования получен частотный 
и временной отклики исходной RLC линии (Рис. 10) и 
дано сравнение их с откликами двух редуцированных 
схем: 

- RC-цепь полученная исключением всех индуктивно-

стей предложенным методом; 

- RC-цепь полученная пренебрежением всеми индук-

тивностями. 



 

Из рис. 11 видно, что ошибка алгоритма 
исключения и в частотной  и во временной областях 
примерно на порядок меньше, чем ошибка простого 
отбрасывания индуктивностей.  

Моделирование во временной области при получе-
нии графиков на рис. 11 выполнялось для единичного 
переключения с фронтом  trise = 3psec. 

Второй пример - это связанные RL-ветви с 
емкостями нагрузки (рис. 12). 

 
Рис. 12 Связанные RL-ветви 

 

 
 

Рис. 13. Перекрестные помехи (cross-talk) в связанных 

RL-ветвях, полученные моделированием полной (1) и 

редуцированной (2) схем в частотной (a) и временной 

областях  (b) 

Редуцированная схема получена в соответствии с 
Рис. 8. Частотные отклики полной и редуцированной 
схем в узле out2 показаны на Рис. 13a. Вид графиков 
перекрестных помех (crosstalk) для этих схем во 
временной области при входном импульсе с 
параметрами tpulse = 20psec, trise = 1psec, tfall = 4psec 
представлен на Рис. 13b. Отметим, что, несмотря на 
существенную ошибку в частотной области при f > 
100MHz, ошибка во временной области достаточно 
мала. 

VIII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье представлен новый класс алгоритмов 
редуцирования линейных схем методом исключения. 
Предложенные алгоритмы обеспечивают редукцию 
RLCK схем, сохраняя первый порядок точности 
передаточных характеристик схемы. Получено условие 
пассивности  редуцированной схемы, которое легко 
контролируется на каждом шаге процесса исключения.  

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 

12-07-00323-а. 
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