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Аннотация — Предлагается метод декомпозиции систе-

мы неполностью определенных булевых функций, пред-

ставленных в виде диаграммы двоичного выбора. Ми-

нимизация числа промежуточных функций при такой 

декомпозиции ориентирована на увеличение быстродей-

ствия логических схем из библиотечных элементов. Ми-

нимизация сложности диаграммы двоичного выбора 

сводится к поиску такого ее доопределения, при котором 

уменьшается число ее вершин.  

Ключевые слова — булева функция, дизъюнктивная 

нормальная форма (ДНФ), диаграмма двоичного выбо-

ра, декомпозиция, раскраска графа, синтез логической 

схемы.  

I.  ВВЕДЕНИЕ  

Диаграммы двоичного выбора (Binary Decision 
Diagram, BDD), называемые также диаграммами дво-
ичных решений, явились конкретной формой задания 
граф-схем алгоритмов выбора решений применительно 
к булевым функциям. Представление полностью опре-
деленных булевых функций (и систем функций) в виде 
бинарных программ [1] и BDD – многоуровневых 
представлениях на базе разложения Шеннона [2, 3] во 
многих случаях является гораздо более компактным, 
чем двухуровневые И/ИЛИ представления тех же 
функций в матричных формах, под которыми понима-
ются ДНФ и таблицы истинности. Кроме того, исполь-
зование специальных структур данных при программ-
ной реализации алгоритмов получения и обработки 
BDD позволяет получать эффективные программы 
выполнения различных операций над BDD. Аппарат 
BDD широко используется при решении различных 
задач [4], возникающих при проектировании цифровых 
систем.  

Декомпозиция (функциональное разделение) буле-
вых функций по входным переменным изучалась дав-
но и использовалась при синтезе комбинационных ло-
гических схем с различными целями. Для программи-
руемых логических матриц (ПЛМ) декомпозиция яв-
ляется способом уменьшения числа входных перемен-
ных, либо площади ПЛМ [5]. Для синтеза структур 
FPGA (Field-Programmable Gate Array – программи-
руемая пользователем вентильная матрица) декомпо-

зиция [6] стала одним из приемов технологического 
отображения в сеть настраиваемых элементов LUT 
(Look-Up Table - таблица, реализующая логическую 
функцию). При синтезе схем из библиотечных элемен-
тов декомпозиция может использоваться либо с целью 
разбиения функционального описания на меньшие по 
размерности блоки, для которых можно использовать 
более эффективные (и более трудоемкие) оптимизаци-
онные процедуры [5], либо с целью увеличения быст-
родействия схем [7]. В работе [8] рассматривались 
простые случаи декомпозиции булевой функции по 
представлению ее в виде BDD: декомпозиция с фикси-
рованной выходной функцией (двухместными дизъ-
юнкцией, конъюнкцией, суммой по модулю 2) и про-
стая декомпозиция, т.е. декомпозиция с одной проме-
жуточной переменной. Использование BDD-
представлений для систем полностью определенных 
функций позволило более эффективно решать задачу 
выбора разбиения переменных, по которому проводит-
ся декомпозиция [5].  

В данной работе рассматривается задача декомпо-
зиции системы неполностью определенных (частич-
ных) функций, заданных диаграммой двоичного выбо-
ра. Основное отличие метода декомпозиции BDD, за-
дающей систему частичных функций, от декомпози-
ции BDD, задающей систему полностью определенных 
функций, – это сравнение коэффициентов разложения 
Шеннона на совместимость (возможность доопределе-
ния их до одной функции), при этом коэффициенты 
задаются подграфами BDD. Уменьшение числа про-
межуточных переменных при декомпозиции позволяет 
уменьшить число уровней BDD, что положительно 
сказывается на увеличении быстродействия схем, син-
тезированных по декомпозированным (разрезанным) 
BDD.  

II. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИСТЕМЫ ЧАСТИЧНЫХ БУЛЕВЫХ 

ФУНКЦИЙ В ВИДЕ BDD 

Булева функция f , значения 0, 1 которой опреде-

лены на всех элементах *
x    xV , называется полно-

стью определенной, xV – булево пространство над 

переменными вектора ),...,( 1 nxxx . Если же на не-



 

которых элементах *
x  значения функции f  не опре-

делены, то такая функция называется неполностью 
определенной, или частичной. Частичная булева 

функция f  принимает единичное значение на элемен-

тах *
x  подмножества 1

fM  булева пространства xV  и 

нулевое значение на элементах подмножества 0

fM . На 

всех остальных элементах пространства xV , образую-

щих подмножество 

fM  пространства xV , значение 

частичной функции не определено. Неопределённое 
значение функции обозначается символом  «-». Час-

тичные 1f  и 2f  равны, если и только если 

11
21 ff

MM  , 00
21 ff

MM  ,   21 ff
MM . Чаще всего за-

дают частичную булеву функцию f )(x  множествами 

1

fM , 0

fM . Каждое из множеств 1

fM , 0

fM  можно за-

дать в виде ДНФ 1D , 0D , обладающих свойством ор-

тогональности: 1D 0D =0. Частичная функция g  реа-

лизуется частичной функцией h  (обозначается 

g    h ), если 11

hg MM  , 00

hg MM  . Для полностью 

определенных булевых функций отношение реализа-
ции является отношением равенства.  

Разложением Шеннона булевой функции 

)(xf = ),...,( 1 nxxf  по переменной ix  называется пред-

ставление )(xf  в виде 

            )(xf = 0fxi 1fxi .     (1) 

Если исходная функция )(xf  является частичной, то 

и коэффициенты 0f , 1f  разложения являются частич-

ными функциями. Каждый из коэффициентов 

0f = ),...,0,,...,( 111 nii xxxxf  , 1f = ),...,1,,...,( 111 nii xxxxf   

может быть разложен по одной из переменных из 

множества { nii xxxx ,...,,..., 111  }. Процесс разложения 

коэффициентов заканчивается, когда все n  перемен-

ных будут использованы для разложения. В процессе 
разложения либо на последнем шаге разложения ко-
эффициенты вырождаются до констант 0, 1, «-». На 
каждом шаге разложения выполняется сравнение на 
равенство полученных коэффициентов и из множества 
равных коэффициентов оставляется один. Последова-
тельность проведенных разложений Шеннона будем 
задавать графом BDD и использовать для этого форму, 
предложенную в [5].  

III. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 1 

Частичной векторной булевой функцией )(xf  

будем называть упорядоченную систему частичных 

булевых функций )(xf =( )(1
xf ,…, )(x

mf ). Пусть 

задано разбиение ZY /  множества },...,{ 1 nxxX   пе-

ременных частичной векторной булевой функции 
)(xf  на два непересекающиеся подмножества 

},...,{ 1 ryyY  , },...,{ 1 rnzzZ  . Обозначим через 

y = ),...,( 1 ryy  вектор, полученный упорядочением пе-

ременных из подмножества },...,{ 1 ryyY  , а через 

),...,( 1 rnzz z  – вектор, полученный упорядочением 

переменных из подмножества },...,{ 1 rnzzZ  . Пусть 

диаграмма двоичного выбора векторной функции 

)(xf  построена так, что начальные r  переменных 

последовательности разложения Шеннона являются 
переменными подмножества Y .  

Задача 1. Для частичной векторной булевой функ-

ции )(xf = ),( zyf , представленной в виде BDD, и 

заданного разбиения ZY /  множества переменных X  

построить функциональное разложение (провести де-
композицию) вида  

                               ),( zyf    )),(( zyhg ,                    (2) 

где ))(),...,(()( 1 yyyh phh . При этом требуется мини-

мизировать число p  компонент векторной функции 

)( yh  и представить ее в виде системы ДНФ, а вектор-

ную функцию )),(( zyhg  представить в виде BDD. 

Декомпозицию векторной функции будем также 
называть совместной декомпозицией, имея в виду то 

обстоятельство, что все компонентные функции jf  

декомпозируемой векторной булевой функции 

)(xf = ))(),...,(( 1
xx

mff  имеют общие (совместно ис-

пользуемые) промежуточные подфункции. Выбор раз-

биений ZY /  множества переменных X  декомпози-

ции может быть осуществлен с помощью  алгоритмов 
[5], модифицированных на случай частичных функций. 

IV. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 1 

Решение задачи 1 декомпозиции частичной вектор-
ной функций, заданной m-корневой BDD, предлагается 
осуществлять в шесть этапов.   

Этап 1. Построение кратчайшего разложения 
Шеннона векторной функции по кратчайшим разложе-
ниям Шеннона компонентных функций.  

Построим разложение Шеннона  

),( zyf = ryyy ...21 )(*
0

zf
y

 ryyy ...21 )(*
0

zf
y

  

 ... ryyy ...21 )(*

12

zf
y

r

                                               (3) 

векторной функции )(xf  по подмножеству аргумен-

тов Y . Коэффициент разложения )(*
1

zf
y

 – это вектор-

ная функция, полученная в результате подстановки в 

функцию ),( zyf  вместо переменных y  вектора *

iy , 

i=1,…, 12 r , их значений. Сгруппировав в один класс 
(множество) дизъюнктивных членов разложения (3) с 

одинаковыми коэффициентами )(zf , получим разло-

жение вида  



 

),( zyf = )(1

1
zfD  )(2

2
zfD … )(zfk

kD ,        (4) 

называемое кратчайшим (по числу дизъюнктивных 
членов) разложением Шеннона векторной функции. 
Так как по BDD легко строятся [5] кратчайшие разло-
жения Шеннона компонентных функций 

),( zy
jf = )(11 z

jj fQ  )(22 z
jj fQ  … )(zj

k

j

k jj fQ ,        (5) 

где j=1,…,m, то возникает задача построения кратчай-
шего разложения Шеннона (4) векторной функции по 
кратчайшим разложениям (5). Данная задача сводится 
к задаче нахождения минимального дизъюнктивного 
базиса для системы  ДНФ S . Систему S  образуют 

ДНФ )( y
j

iQ , входящие в кратчайшие разложения 

Шеннона компонентных функций )(x
jf , т.е. 

))((
1 1

y 
m

j

k

i

j

i

j

QS
 

 . Минимальным дизъюнктивным ба-

зисом B системы ДНФ S называется минимальная по 

мощности система попарно ортогональных ДНФ 

B={ )(),...,(1
yy

kDD } такая, что каждая ДНФ 

SQ j

i )( y  равна дизъюнкции некоторого подмноже-

ства ДНФ системы B. По сравнению с задачей нахож-
дения В для произвольной системы ДНФ S , при зада-

нии функций в виде BDD нахождение B значительно 

упрощается за счет того, что ДНФ )( y
j

iQ  для каждой 

из функций jf  являются попарно ортогональными. 

Например, для пары функций (j=2) нахождение B сво-

дится к 21kk  умножениям одной ДНФ на другую: пер-

вая ДНФ берется из множества { )(1

1 yQ ,…, )(1

1
yQk }, 

вторая ДНФ – из множества { )(2

1 yQ ,…, )(2

2
yQk }.  

Этап 2. Определение минимального числа проме-

жуточных функций h  и их построение.  

Выполнение этого этапа сводится к построению 

графа fG  отношения несовместимости ДНФ D  из 

формулы (4), раскраске вершин графа fG  в мини-

мальное число цветов и кодированию подмножеств 

одноцветных вершин графа fG  ортогональными буле-

выми либо троичными векторами.  

Две ДНФ iD , BD j   являются несовместимыми 
тогда и только тогда, когда их множителями в разло-
жении (4) являются несовместимые векторные частич-

ные функции )(zfi , )(zf j . Две частичные векторные 

функции )(zfi , )(zf j  назовем несовместимыми тогда 

и только тогда, когда несовместимой является хотя бы 
одна пара соответствующих компонент данных век-
торных функций. В противном случае векторные 
функции назовем совместимыми. Частичные функции 

)(zj

af , )(zj

bf  называются несовместимыми тогда и 

только тогда, когда найдется хотя бы один набор 
*

z  

значений аргументов, для которого обе функции 

)(zj

af , )(zj

bf  определены и не равны. В противном 

случае эти функции называются совместимыми. Легко 
видеть, что несовместимые векторные функции не мо-
гут быть доопределены до одной и той же векторной 

функции, а совместимые – могут. Если функции )(zfi , 

)(zf j  являются несовместимыми, то в графе fG  меж-

ду вершинами iD , jD  имеется ребро, если же данные 

функции являются совместимыми, то вершины iD , 
jD   являются несмежными (не соединяются ребром). 

Для проверки несовместимости пары частичных функ-
ций, заданных BDD, обобщены алгоритмы, предло-
женные в [3] и основанные на операции слияния BDD, 
подробно описанной в [9].  

Минимальное число p  промежуточных функций 

)(),...,(1 yy phh  в разложении (3) векторной функции 

определяется по формуле p =  k , где 

)(log2 fGk  , )(
f

G – хроматическое число графа 

fG , через  k  обозначено ближайшее сверху целое 

число, большее либо равное k . Промежуточная век-

торная функция ))(),...,(()( 1 yyyh phh  в (2) строится 

кодированием одноцветных (одинаково раскрашен-

ных) ДНФ )(),...,(1
yy

kDD  попарно ортогональными 

булевыми либо троичными векторами. 

Этап 3. Построение выходной векторной функции 
g  в виде системы ДНФ. Построение ДНФ выходной 

векторной функции осуществляется заменой  ДНФ iD  
соответствующими кодами. 

Этап 4. Построение многоуровневых представле-
ний векторной функции g  путем разложения Шенно-

на по промежуточным переменным h .  

Этап 5. Минимизация в классе ДНФ системы час-

тичных функций ))(),...,(()( 1 yyyh phh .   

Этап 6. Минимизация сложности BDD, представ-

ляющих частичные функции jg , и получение BDD 

полностью определенных функций, реализующих jg .  

V. ПРИМЕР 

Проиллюстрируем декомпозицию (2) векторной 

функции на примере BDD (рис. 1) по разбиению ZY / , 

},,{ 321 xxxY  , },,{ 654 xxxZ   множества переменных 

X = ZY  .  

Этап 1. По BDD  легко записываются кратчайшие 
разложения Шеннона компонентных функций  

1f = )(11

1 zrQ )(21

2 zrQ )(31

3 zrQ  )(41

4 zrQ  )(101

5 zrQ ; 

                                                                                         (6) 



 

2f = )(52

1 zrQ  )(22

2 zrQ  )(62

3 zrQ  )(72

4 zrQ   

)(82

5 zrQ  )(92

6 zrQ .                                                     (7) 

В систему S  входят ДНФ из табл. 1. Решением за-

дачи нахождения минимального дизъюнктивного ба-
зиса являются попарно ортогональные ДНФ 

B={ )(),...,( 71
yy DD }, представленные в табл. 2: 

1

1Q = 1D  2D ; 1

2Q = 5D ; 1

3Q = 6D ; 1

4Q = 7D ; 

1

5Q = 3D  4D ; 2

1Q = 2D ; 2

2Q = 4D ; 2

3Q = 5D ; 2

4Q = 6D ; 

2

5Q = 7D ; 2

6Q = 1D  3D .  

Таблица 1 

Множители коэффициентов разложения Шеннона 

Функция 1f  Функция 2f  

1

iQ  ДНФ  2

iQ  ДНФ 
 

1

1Q  00- 2

1Q  001 

1

2Q  100 

110 

2

2Q  011 

1

3Q  101 2

3Q  100 

110 

1

4Q  111 2

4Q  101 

1

5Q  01- 2

5Q  111 

  2

6Q  000 

010 

 

Таблица 2 

Промежуточные функции 

 
iD  

 
СДНФ 

 
ДНФ 

Код ( 1h , 2h ) 

Троичный 
вектор 

Элементарная 
конъюнкция 

1D  000 000 --  

2D  001 001 --  

3D  010 010 0- 
1h  

4D  011 011 0- 
1h  

5D  100 

110 

1-0 

 

10 
1h 2h  

6D  101 101 1- 
1h  

7D  111 111 11 
1h 2h  

 

Исходя из этого, формулы (6) и (7) перепишутся в 
виде 

1f =( 1D  2D ) 1r  25rD  6D 3r  47rD  ( 3D 

4D ) 10r ; 

2f = 2D 5r  24rD  5D 6r  76rD  7D 8r  ( 1D 

3D ) 9r . 

 

Кратчайшее разложение Шеннона векторной функции 

f =( 1f , 2f ) будет иметь вид: 

f = 1D ( 1r , 9r )  2D ( 1r , 5r ) 3D ( 10r , 9r )  4D ( 10r ,

2r ) 5D ( 2r , 6r ) 6D ( 3r , 7r ) 7D ( 4r , 8r ). 

Этап 2. Построим граф fG  отношения несовмес-

тимости коэффициентов разложения Шеннона вектор-
ной функции f  на вершинах минимального дизъюнк-

тивного базиса 1D ,…, 7D . Граф fG  может быть полу-

чен наложением (объединением) графов 1G , 2G (рис. 

2) отношения несовместимости для функций 1f , 2f , 

соответственно. Хроматическое число графа fG  равно 

трем ( )( fG =3), поэтому минимальное число проме-

жуточных функций равно двум. Кодирование вершин 

графа fG  троичными векторами дано в табл.  2.    

Этап 3. Построим ДНФ выходных функций:  

1f = 1r  1h 2h 2r  1h 3r  1h 2h 4r  ( 1h  1h )&1= 

= 1r  1h 2h 2r  1h 3r  1h 2h 4r  1h . 

2f = 5r  1h 2r  1h 2h 6r  1h 7r  1h 2h 8r  1h 9r . 

Этап 4. Проведем разложения функций 1f , 2f  

сначала по переменной 1h :  

1

01hf = 1 =1; 1

11hf = 2 = 1r  2h 2r  3r  2h 4r . 

2

01hf = 3 = 5r  2r  9r ; 

2

11hf = 4 = 5r  2h 6r  7r  2h 8r  9r ,  

а затем полученные коэффициенты разложим по пере-

менной 2h  и доопределим функцию-константу 9r =«-» 

до нуля, т.е положим 9r =0. Получим следующие вы-
ражения:  

1

0,0 21  hhf =1; 1

1,0 21  hhf  =1; 1

0,1 21  hhf = 5 = 1r  2r  3r ;  

1

1,1 21  hhf = 6 = 1r  3r  4r ; 
2

0,0 21  hhf = 3 = 5r  2r ; 

2

1,0 21  hhf = 3 = 5r  2r ;  

2

0,1 21  hhf = 7 = 5r  6r  7r  9r = 5r  6r  7r ;  

2

1,1 21  hhf = 8 = 5r  7r  8r  9r = 5r  7r  8r . 

Этап 5. Минимизация в классе ДНФ частичных 

функций 1h , 2h , заданных в табл. 8, позволяет полу-

чить ДНФ 1h = 21 xx  ; 2h = 3x . 

Этап 6. Для минимизации сложности DBB, реали-
зующей функции выходного блока, сначала построим 

BDD представления функций 3 , 5 , 6 , 7 , 8 ,  а 

затем проведем доопределение BDD (см. далее задачу 
2) и перейдем к полностью определенным функциям.  

 



 

 

Рис. 1. Диаграмма двоичного выбора (BDD), представляющая систему частичных функций 

 

 

Рис. 2. Графы отношения несовместимости 



 

Результирующее многоуровневое представление 
функций выходного блока после декомпозиции будет 

иметь вид: 1f = 1h  1h 2 ; 2f = 1h 3  1h 4 ; 

2 = 2h 5  2h 6 ; 3 = 1
4wx ; 4 = 2h 7  2h 8 ; 

5 = 6 = 8 = ;2

4

1
4 wxwx   7 = ;3

4

1
4 wxwx   5

1 xw  ; 
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2 xxw  ; 5
3 xw  . Число уровней BDD после деком-

позиции векторной функции уменьшилось – вместо 

трех переменных 1x , 2x , 3x  появились два уровня для 

промежуточных переменных 1h , 2h .  

VI. МИНИМИЗАЦИЯ ДИАГРАММ ДВОИЧНОГО ВЫБОРА 

Под сложностью BDD будем понимать число ее 
функциональных вершин. Вершины-переменные и 
листовые вершины 0,1, «-» не будем учитывать ни при 
оценке сложности BDD, ни при сравнении различных 
BDD, реализующих одну и ту же систему булевых 
функций. 

Задача 2. Задана m-корневая BDD, представляю-

щая векторную функцию )(xf =( )(1
xf ,…, )(x

mf ). 

Требуется доопределить )(xf  до такой полностью 

определенной векторной функции, чтобы представ-
ляющая ее BDD имела минимальную сложность.  

Решение задачи 2 доопределения BDD также осно-
вано на использовании свойства несовместимости 
функций – коэффициентов разложения Шеннона. На 
первом этапе, начиная снизу, рассматриваются не рав-
ные константам коэффициенты на уровнях, кратных r 
(1<r<n/2), и для них решается задача нахождения ми-
нимального числа функций, реализующих все коэффи-
циенты данного уровня. Эта задача сводится к состав-
лению графа отношения несовместимости коэффици-
ентов рассматриваемого уровня и раскраске вершин 
графа в минимальное число цветов. Затем производит-
ся объединение тех BDD, которые составляют множе-
ство совместимых функций, выполняется сокращение 
BDD, и рассматриваются коэффициенты на более вы-
соких уровнях. На втором этапе, начиная с нижнего 
уровня BDD, все неопределенные значения «-» дооп-
ределяются до констант 0,1, преследуя цель уменьше-
ния числа вершин BDD. Трудоемкость алгоритмов и 
качество получаемых решений зависит от выбора зна-
чения параметра r. Проверку несовместимости коэф-
фициентов p , q  можно выполнять, используя двух-

местную операцию «сумма по модулю 2»   над под-

графами BDD. Критерием несовместимости двух час-
тичных функций p , q  является наличие хотя бы од-

ной единицы на листовой вершине BDD, являющейся 
результатом выполнения операции p  q . Подробно 

проверка несовместимости функций описана в [10].  

Результаты экспериментов показывают, что опти-
мизация на базе BDD позволяет уменьшить площадь 
логической схемы из библиотечных элементов в не-
сколько раз по сравнению со схемной реализацией 
исходных матричных описаний частичных функций.  

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Использование при оптимизации возможностей 
доопределения неполностью определенных функций 
позволяет значительно уменьшить сложность реали-
зующих их BDD. Представление булевых функций и 
систем функций в виде BDD является эффективной 
формой их задания не только для проведения этапа 
технологического отображения многоуровневых пред-
ставлений функций в заданный технологический ба-
зис, но и при декомпозиции. Декомпозиция BDD мо-
жет служить средством предварительной оптимизации 
для увеличения быстродействия синтезируемой логи-
ческой схемы из библиотечных элементов либо ис-
пользоваться при синтезе логических схем FPGA на 
этапе технологического отображения. При такой де-
композиции нужно минимизировать число промежу-
точных переменных и сложность BDD. Декомпозиция 
позволяет сократить число уровней BDD для функций 
выходного блока, если число полученных промежу-
точных переменных меньше числа перекодируемых 
переменных. Однако увеличение быстродействия в 
общем случае может привести к некоторому увеличе-
нию сложности логической схемы.  
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