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Аннотация — Известен критерий устойчивости рекур-

сивных цифровых фильтров в z-плоскости – полюсы 

должны находиться внутри единичного круга, исключая 

единичную окружность. Для фильтров второго порядка 

этот критерий эквивалентен критерию, сформулирован-

ного в пространстве коэффициентов фильтра, основан-

ному на существовании «треугольника устойчивости». В 

данном докладе этот критерий распространяется на 

цифровые фильтры более высоких порядков – вводится 

понятие «тело устойчивости». 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

В течение последних лет авторы развивают новый 
подход к синтезу рекурсивных цифровых фильтров 
(РЦФ) с учетом конечной длины слова [1] – [9]. При 
этом подходе еще до структурного синтеза (на этапе 
функционального синтеза) завершается определение 
положения нулей и полюсов РЦФ на z-плоскости. В 
работах [10] – [13] авторы установили, что при конеч-
ной длине слова коэффициентов РЦФ с любой струк-
турой нули и полюсы РЦФ являются элементами мно-
жества алгебраических чисел, а все возможные поло-
жения нулей и полюсов дискретизируют z-плоскость. 
Структура дискретизированной z-плоскости определя-
ется степенью алгебраических чисел. Авторы детально 
исследовали эту структуру для алгебраических чисел 
второй степени (РЦФ представляет собой последова-
тельное соединение звеньев второго порядка с произ-
вольной структурой). Однако для алгебраических чи-
сел более высокой степени получить подобные резуль-
таты не удалось. Эта трудность преодолевается авто-
рами путем перехода из z-плоскости в пространство 
коэффициентов передаточной функции РЦФ, но при 
этом усложняется контроль за устойчивостью РЦФ. В 
данной работе проверка устойчивости осуществляется 
без перехода из пространства коэффициентов в z-
плоскость. 

 

II. УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ С 

БЕСКОНЕЧНОЙ ИМПУЛЬСНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 

Известно, что полюсы устойчивых рекурсивных 
ЦФ любого порядка расположены внутри единичного 
круга на z-плоскости, исключая единичную окруж-
ность (рис. 1). 
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Рис. 1. Область устойчивости РЦФ в z-плоскости 

III. УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ  

ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Передаточную функцию РЦФ n-го порядка запи-
шем в виде 
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Условия устойчивости в пространстве коэффици-
ентов для 2n  , очевидно, имеют вид 
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Таким образом, область устойчивости имеет известный 
вид так называемого «треугольника устойчивости» 
(рис. 2) [14]. 
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Рис. 2. «Треугольник устойчивости» в пространстве 

 коэффициентов  1 2,b b  

IV. УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ  

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

На рис. 2 показана также область существования 
комплексно-сопряженных полюсов, описываемая не-
равенством 

2

2 10.25b b  .   (3) 

Построим для рекурсивного ЦФ третьего порядка 
аналогичное тело устойчивости в трехмерном про-
странстве. Для этого представим комплексно-

сопряженные полюсы 2z  и 3z  в комплексной экспо-

ненциальной форме. При этом выражение для полино-

ма знаменателя передаточной функции 3Q  приобретает 

вид 
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где r  и   соответственно модуль и аргумент полюса 

2z . Тогда можно составить систему уравнений 
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Сначала введем ограничения на величину вещест-

венного полюса 
1z . Для этого сначала добавим к сис-

теме (5) уравнение 

1 1z     (6) 

и решим получившуюся систему уравнений относи-

тельно 1z ,  , 2b  и r : 
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Затем к системе (5) вместо уравнения (6) добавим 
уравнение 

1 1z      (8) 

и решим получившуюся систему уравнений относи-

тельно 1z ,  , 2b  и r : 
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Для введения ограничения на комплексно-
сопряженные полюсы к системе (5) вместо уравнений 
(6) и (8) добавим уравнение 

1r     (10) 

и решим полученную систему уравнений относительно 

1z ,  , 2b  и r : 
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Выражения для 2b в системах уравнений (7), (9) и 

(11) определяют границы тела устойчивости рекурсив-
ного ЦФ третьего порядка: 
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На рис. 3 изображено тело устойчивости ЦФ 
третьего порядка. Для наглядности оно показано под 
разными углами зрения. 
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Рис. 3. Тело устойчивости ЦФ третьего порядка 
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Рис. 3. Тело устойчивости ЦФ третьего порядка  
(окончание) 

Более удобно рассматривать не тело устойчивости 
в трехмерном пространстве, а его сечения. На рис. 4 
представлены сечения тела устойчивости плоскостями, 

параллельными координатным плоскостям 1 20b b  (рис. 

4а), 1 30b b  (рис. 4б) и 2 30b b  (рис. 4в). 
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Рис. 4. Сечения тела устойчивости ЦФ третьего  

порядка плоскостями, параллельными  
координатным плоскостям 



 

 

V. ОБЛАСТЬ СУЩЕСТВОВАНИЯ КОМПЛЕКСНО-

СОПРЯЖЕННЫХ ПОЛЮСОВ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ  

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

Границы областей существования комплексных 

корней полинома 3Q  определяются уравнением 

3( ) 0discr Q  ,   (13) 

где 3( )discr Q  - дискриминант полинома 3Q . 

На рис. 5–7 показаны области существования ком-
плексных корней на сечениях тела устойчивости плос-
костями, параллельными координатным плоскостям 

1 20b b , 1 30b b  и 2 30b b , соответственно. На рис. 5 и рис. 

6 заливкой отмечены области существования ком-
плексных корней, а на рис. 7 – области, в которых все 
корни вещественные. 
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Рис. 5. Области существования комплексно-сопряженных полюсов на сечениях плоскостями,  

параллельными координатной плоскости 1 20b b  (отмечены заливкой) 
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Рис. 6. Области существования комплексно-сопряженных полюсов на сечениях плоскостями, 

 параллельными координатной плоскости 1 30b b  (отмечены заливкой) 
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Рис. 7. Области существования комплексно-сопряженных полюсов на сечениях плоскостями, 

 параллельными координатной плоскости 2 30b b  (без заливки) 

 



 

 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Результаты, представленные в данной работе, по-
зволяют расширить область применения критериев 
устойчивости цифровых фильтров с бесконечной им-
пульсной характеристикой на цифровые фильтры 
третьего порядка. Этот результат используется в раз-
виваемой авторами новой концепции проектирования 
ЦФ с бесконечной импульсной характеристикой с уче-
том конечной длины разрядной сетки коэффициентов. 
В этой концепции реализуется отказ от широко ис-
пользуемой на практике реализации ЦФ в виде каскад-
ного соединения звеньев первого и второго порядка. 
Это позволяет учитывать теоретико-числовые и алгеб-
раические аспекты структурного синтеза ЦФ, описан-
ные в публикациях авторов. Результаты, представлен-
ные в данном докладе, предназначены для проектиро-
вания ЦФ на основе программируемых логических 
интегральных схем, заказных СБИС, на основе графи-
ческих процессоров. 

Планируется провести подобные исследования для 
ЦФ более высоких порядков. 
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