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I.  ВВЕДЕНИЕ 

Важным требованием при практическом проекти-
ровании динамических систем является предсказание 
их возможной неустойчивости и, как результат, появ-
ление нежелательных  генераций. Для этой цели жела-
тельно использовать  системы автоматизации  схемо-
технического проектирования. Современные системы 
схемотехнического проектирования, как правило, не 
имеют специального вида анализа устойчивости. Не-
которые лишь содержат средства расчета полю-
сов/нулей передаточной функции.  

Распределение полюсов для систем с сосредото-
ченными параметрами связывается с решением обоб-
щенной проблемой собственных значений и собствен-
ных векторов [1]. Такие численные методы как QR- 
(или QZ-) алгоритм [1,2] или итерационный алгоритм 
Мюллера [3,4,10] были использованы для решения 
этой задачи. Появилась возможность идентифициро-
вать полюсы с положительной действительной частью, 
что свидетельствует (при наличии таковых) о неустой-
чивости динамической системы.  

Однако две причины требуют развития математи-
ческого и программного обеспечения при анализе ус-
тойчивости  в задачах проектирования: 

 отсутствие полного цикла исследования устойчи-
вости; 

 высокий порядок моделей анализируемых схем. 

В этой статье рассматривается вычислительный ал-
горитм  анализа устойчивости  для моделей высокого 
порядка. 

Вычислительные затраты при использовании опи-
санных выше  методов велики (в частности, затраты 
QR–алгоритма пропорциональны O(n

3
), где n - порядок 

матриц динамической системы), что дает возможность  
применять их к задачам невысокого порядка (с матри-

цами не более (500-700) порядка).  Альтернативный 
подход предлагает решать частичную проблему собст-
венных значений [5,6], который предполагает вычис-
ление группы доминирующих полюсов.  Для решения 
этой задачи в последнее время используются методы 
крыловских подпространств [6]. В отличие от QR - 
алгоритма, крыловские методы используют разрежен-
ность исходных матриц и решают задачу на собствен-
ные значения существенно меньшей размерности по 
сравнению с исходной задачей. Однако применение 
крыловских методов в некоторых случаях может при-
вести к потере информативных полюсов.  

Представленный подход – попытка преодолеть 
конфликт между производительностью и робастно-
стью анализа устойчивости схем за счет подавления в 
спектре матричного пучка полюсов с отрицательной 
действительной частью и корректным вычислением 
полюсов с положительной действительной частью. 

II. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА ПОЛЮСОВ ДЛЯ ДИНА-

МИЧЕСКИХ СИСТЕМ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 

Передаточная функция линеаризованной электри-
ческой цепи в лапласовской форме имеет следующий 
вид: 

bGsCdsH T 1)()(  ,                          (1) 

где G - матрица проводимостей порядка n; C - матрица 
емкостей и индуктивностей порядка n; b - входной век-
тор; d - выходной вектор.  Полюсы передаточной 
функции (1) могут быть получены решением обоб-
щенной проблемы собственных значений вида: 

iii CxGx  .                                           (2) 

Здесь i и ix  - собственное значение и  собственный 

вектор; ni ,...,2,1 . 

В соответствии с критерием Ляпунова схема ус-
тойчива, если все полюсы  (или собственные значения 
задачи (2)) имеют отрицательные действительные час-
ти: 

                          0)Re( i .                                      (3) 

Трудности вычисления полюсов в системах моде-
лирования связаны с особенностями схемных матриц. 
Главные среди них: несимметричность, возможная 
вырожденность и высокий порядок.  Последнее свой-



 

ство ограничивает применение стандартных методов, 
предназначенных для решения полной проблемы соб-
ственных значений.  

Перспективный путь анализа устойчивости для це-
пей высокого порядка связан с решением частичной 
проблемой собственных значений. Соответствующие 
численные алгоритмы могут базироваться на методе 
Арнольди [6,7]. Этот метод дает возможность вычис-
лять наибольшие по модулю собственные значения 
задачи (2). Варианты метода Арнольди приведены в 
[7,8]. Основные шаги вычислительной схемы для мат-

рицы CGA 1  (при таком преобразовании вычисля-

ются ii  /1 ) могут быть представлены следующим 

образом: 

1. Задание числа шагов m , числа требуемых собст-

венных значений  r , начального вектора 1x с еди-

ничной нормой. Как правило, количество шагов  
Арнольди m  превышает количество точно вычис-

ляемых собственных значений r в 2-3 раза. 

2. Шаги Арнольди. Формирование ортонормального 

базиса в крыловском подпространстве mnV , и  

верхней  матрицы Хессенберга mmH ,1 , аппрокси-

мирующей некоторое количество собственных 
значений матрицы А (с заданной точностью их ко-
личество соответствует r ).  

3. Вычисление собственных значений. После выпол-
нения шага 2 может быть сформулирована и ре-
шена задача на собственные значения с матрицей 

H -> iii yHy  ( i  и iy - собственное значение и 

собственный вектор и mi ,...,2,1 , при nm  ). 

Собственные значения и собственные векторы  
матрицы  H  могут быть получены с помощью  
QR-алгоритма. Аппроксимированные собственные 
векторы исходной задачи находятся как пары Рит-

ца ( imi yV, ). 

4. Проверка условия сходимости и рестарт.   Если 
критерий сходимости выполнен, то итерационный 
процесс заканчивается.     

На рис. 1 показан рост вычислительных затрат для 
метода Арнольди и QR-алгоритма. С увеличением по-
рядка модели затраты QR-алгоритма имеют кубиче-
скую зависимость, а затраты метода Арнольди почти 
линейно зависят от порядка модели. 

Ограничения метода Арнольди при анализе устой-
чивости обнаруживаются на следующем примере. 

Пример расчета операционного усилителя (ОУ) ua-
741 с резистивной обратной связью.  

ОУ имеет внутреннюю корректирующую емкость 

( corrc ). В схеме возникает неустойчивость при малой 

величине pfccorr 01.0 . С помощью  QR-алгоритма 

вычислены все полюсы передаточной функции и неко-
торая их часть представлена в табл. 1. Среди полюсов 

имеется пара комплексно-сопряженных (29 и 30 полю-
сы) с положительной действительной частью, что сви-
детельствует о неустойчивости схемы ОУ.  

 

Рис. 1. Вычислительные затраты с увеличением порядка 
модели: метод Арнольди (нижняя кривая) и QR-

алгоритма (верхняя кривая) 

Таблица 1 

Полюсы, вычисленные QR- алгоритмом 

 

N полюс N полюс 

21 -1.349207e+07 26 -5052197- 

i5.35391e+06 

22 -1.308302e+07 27 -5052197+ 

I5/35391e+06 

23 -1.232990e+07 28 -2241823 

24 -1.077690e+07 29 4156991- 

i1.19661e+07 

25 -0.971536e+07 30 4156991+ 

i1.19661e+07 

 

    Следующий эксперимент (с той же моделью ОУ) 
был выполнен с помощью метода Арнольди.  Среди 
трех точно вычисленных полюсов передаточной функ-
ции не оказалось ни одного с положительной действи-
тельной частью.  В табл. 2 приведены полюсы, полу-
ченные методом Арнольди. 

 Таблица  2 

Полюсы, вычисленные методом Арнольди 

 

N полюс 

1 -5052197-i5.35391e+06 

2 -5052197+i5.35391e+06 

3 -2241823 

 
 

Исходный метод Арнольди не обнаружил полюсов с 
положительной вещественной частью (при анализе 
потеряны  информативные полюсы). 

Для решения этой задачи в рамках частичной про-
блемы собственных значений предлагается комбини-
ровать метод Арнольди с чебышевским ускорением 
[9]. В отличие от исходного метода Арнольди предла-
гаемая комбинация позволяет непосредственно вычис-



 

лять правое крайнее собственной значение задачи (2), 
что соответствует полюсам с  положительной действи-
тельной частью (если таковые имеются). 

Суть подхода состоит в построении начального 
вектора для выполнения шагов алгоритма Арнольди. 
Каждое новое приближение представляется в виде 

,...3,2,1;)( 0  kxApx kk , где )(kp - полином сте-

пени k . Полином  необходимо строить таким образом, 

чтобы 0)( ikp  для полюсов с отрицательными 

действительными частями и напротив )( ikp   не 

должно стремиться к 0 для полюсов с положительны-
ми действительными частями. Таким образом чебы-
шевское ускорение можно использовать как метод по-
лучения хорошего начального приближения для про-
цесса Арнольди, подавляя в этом векторе ненужные 
компоненты. Это предложение изложено в работе [9], 
где для подавления спектра ненужных собственных 
значений (с отрицательными действительными частя-

ми) используются полиномы Чебышева – )( ikp  . Эти 

полиномы подавляют ненужные полюсы, заключенные 
в область, ограниченной эллипсом. Детали конструи-
рования оптимального эллипса и определение порядка 
чебышевского полинома дается в [8,9].  

Вычислительный алгоритм включает основные ша-
ги исходного метода Арнольди с модификацией пунк-
та 4. Этот шаг включает следующие численные проце-
дуры [8,9]: 

4. Проверка условия сходимости и рестарт. Если 
критерий сходимости выполнен, то итерационный 
процесс заканчивается. Иначе выполнить следующие 
вычислительные процедуры: 

 вычислить вектор 1x ; 

 выбрать степень k  полинома )(Apk ; 

 сконструировать оптимальный эллипс, включаю-
щий ненужные полюсы: 

 найти )(Apk ; 

 вычислить 1)(~ xApx k ; 

 сформировать новый  вектор 
x

x
x ~

~

1    для вы-

полнения шагов  Арнольди. 

Результаты вычисления крайнего правого полюса 
(для модели ОУ, описанного выше) с помощью пред-
ложенной вычислительной процедуры приведены в 
табл. 3. Как следует из таблицы вычислительный алго-
ритм находит тот же полюс с положительной вещест-
венной частью, что и QR- алгоритм. 

Описанная вычислительная процедура Арнольди – 
Чебышева может быть рекомендована как надежный  
алгоритм анализа устойчивости практических задач.  

 

Таблица 3 

Полюсы, вычисленные методом Арнольди – Чебышева 
 

N полюс 

1 -2241823 

2 4156991-i1.19661e+07 

3 4156991+i1.19661e+07 

 

III. ПРИМЕНЕНИЕ РАЗРАБОТАННОГО ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО 

АЛГОРИТМА ДЛЯ ПОЛНОГО ЦИКЛА АНАЛИЗА УСТОЙЧИ-

ВОСТИ 

Описанный вычислительный подход внедрен в 
систему схемотехнического проектирования как само-
стоятельный вид анализа для моделирования характе-
ристик аналоговых схем.  С помощью этой программы 
можно: 

 вычислить полюса передаточной функции (тре-
буемое количество); 

 проверить схему на устойчивость в соответствие с 
критерием Ляпунова; 

 вычислить параметрическую чувствительность и 
выбрать параметры схемы наиболее чувствитель-
ных к смещению полюсов; 

 вычислить степень устойчивости схемы (удален-
ность полюса с отрицательной действительной ча-
стью от мнимой оси); 

 построить траектории полюсов передаточной 
функции при варьировании параметров схемы, 
вычислить запас устойчивости. 

Набор этих характеристик покрывает цикл иссле-
дования устойчивости аналоговых схем. 

IV. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

 Для проверки описанного вычислительного алго-
ритма была выбрана схема высокого порядка – актив-
ный фильтр (ARC - фильтр). Схема использует в каче-
стве базового элемента ОУ, описанный во втором  раз-
деле.   Модель схемы содержит 1300 переменных. Па-
раметры схемы подобраны таким образом, что содер-
жат пары комплексно-сопряженных полюсов с поло-
жительными действительными частями.  

Вычисления проводились как с помощью ориги-
нального метода Арнольди, так и комбинированным 
методом Арнольди-Чебышева. Были проведены две 
серии экспериментов. В первой серии точно вычисля-
лись 10 полюсов двумя алгоритмами. Результаты вы-
числений приведены в табл. 4. Как видно из таблицы, 
методом Арнольди не получено ни одного полюса с 
положительной действительной частью, то есть ис-
пользование метода Арнольди  привело к потере важ-
ной информации об исследуемой системе. Алгоритм 
Арнольди – Чебышева дал ожидаемую информацию о 
неустойчивости системы, т.е. среди найденных 10 одна 
пара комплексных полюсов имеет положительную ве-
щественную часть. 



 

Таблица 4  

Полюсы ARC фильтра 

№ метод Арнольди  метод Арнольди-Чебышева 

1 7.201615.1225 i  2.201650.1228 i  

2 6.176982.1108 i  1.170015.1107 i  

3 8.177916.1099 i  5.177973.1097 i  

4 7.176895.1023 i  9.176956.1025 i  

5 9.177730.1007 i  0710775.12547197 ei  

Таблица 5 

Полюсы ARC фильтра  

№ метод Арнольди метод Арнольди-Чебышева 

1 8.188709.1578 i  2.188755.1581 i  

2 9.189383.1483 i  9.188413.1484 i  

3 7.188332.1477 i  6.188414.1479 i  

4 3.201832.1271 i  3.201855.1270 i  

5 7.201301.1269 i  8.201357.1270 i  

6 7.201616.1225 i  6.201660.1226 i  

7 6.176982.1108 i  2.177016.1109 i  

8 8.177916.1099 i  8.177973.1100 i  

9 7.176895.1023 i  8.176954.1030 i  

10 9.177730.1007 i  0710775.12547197 ei  

 

Для второй серии количество точно вычисляемых 
полюсов было увеличено до 20. Результаты расчетов 
приведены в табл. 5. Как и в первом случае, метод Ар-
нольди не смог обнаружить полюсы с положительной  
действительной частью.  Алгоритм Арнольди–
Чебышева зафиксировал пару комплексно-
сопряженных полюсов с положительной действитель-
ной частью. Эти полюсы совпадают с положительны-
ми полюсами, полученными в первой серии (где было 
получено 10 полюсов). 

На рис. 2 продемонстрирована процедура построе-
ния траектории перевода полюса с положительной ве-
щественной частью в область устойчивости. Экспери-
мент выполнен для модели ARC-фильтра. В качестве 
варьируемого параметра была выбрана корректирую-

щая емкость ОУ - corrc .  Ее величина менялась от 

pf01.0  до pf10 . Из рис. 2 видно, что крайний пра-

вый полюс ( 0710775.12547197 ei ) при величине 

corrc = pf01.0 лежит в положительной полуплоскости. 

В последней точке траектории крайний правый  полюс 

 0030021.1 ie  перемещен в отрицательную полу-

плоскость при corrc = pf10 . 

 

 
 

Рис. 2. Смещение полюса из положительной полуплоско-

сти в левую варьированием параметра corrc  

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Показано, что метод Арнольди-Чебышева может 
быть адаптирован для проведения полного цикла ис-
следования больших динамических систем. Этот метод 
базируется на вычислительно эффективном методе 
Арнольди, дополненным  средствами подавления не-
нужных полюсов полиномами Чебышева в области, 
ограниченной эллипсом.  Экспериментальные резуль-
таты подтверждают работоспособность предложенной 
комбинации методов. 
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