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обеспечивающего формирование упрощенной модели с 

сохранением разреженной структуры – спектральных  

методов редукции на базе вычисления доминирующих 

полюсов. Предлагаются пути повышения вычислитель-

ной эффективности такого класса алгоритмов редукции. 

Показаны относительные преимущества метода при 

формировании редуцированных моделей многопортовых 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

В связи с постоянно увеличивающимися размерами 
задач, решаемых в принятых маршрутах проектирова-
ния СБИС, в настоящее время получены значительные 
результаты в разработке новых методов и алгоритмов 
редукции моделей. В первую очередь, алгоритмы ре-
дукции моделей обеспечили эффективный учёт влия-
ния межсоединений на характеристики СБИС. В по-
следнее время сфера практического применения алго-
ритмов редукции расширилась, они используются при 
решении таких высокоразмерных задач как электро-
тепловое моделирование, учёт воздействия электро-
магнитных полей на характеристики СБИС, учёт влия-
ния подложки [3,4,6]. В основном развитие получили 
относительно надёжные алгоритмы на базе основных 
методических направлений, которые обычно делят на 
два класса:  

 методы на базе крыловских подпространств [4,6]; 

 методы на базе сингулярного разложения (SVD - 
singular value decomposition) [4,6], включающие 
популярные алгоритмы метода балансной реали-
зации (TBR – truncation balance realization) [4]. 

Каждое из алгоритмических направлений имеет 
свои преимущества и ограничения. Методы на базе 
крыловских подпространств, как правило, имеют вы-
сокое быстродействие. Типичным и широко применя-
емым представителем этого класса является алгоритм 
редукции PRIMA [7]. Алгоритмы на базе крыловских 
подпространств эффективны при редукции моделей с 
одним входом и одним выходом, но быстро теряют 

свою эффективность в задачах редукции моделей мно-
гопортовых цепей [4,8].  

Алгоритмы метода балансной реализации (TBR) 
[6,8] исходно ориентированы на редукцию цепей не-
высокого порядка. Это связано с высокими затратами 
решения матричных линейных систем уравнений Ля-
пунова для вычисления матриц управляемости и 
наблюдаемости. Порядок редуцированной модели ав-
томатически определяется выбором нужного количе-
ства сингулярных чисел по заданной точности редуци-
рованной модели. Успешным развитием этого алго-
ритмического направления стал предложенный в [8] 
алгоритм PMTBR. В алгоритме удачно объединяются 
техника TBR с алгоритмами многоточечной редукции. 
Матрица управляемости образуется векторами реше-
ния систем линейных уравнений в выбранных частот-
ных точках. PMTBR алгоритм подтвердил свою эф-
фективность в различных практических приложениях 
редукции моделей линейных цепей. 

Стандартными требованиями к алгоритмам редук-
ции моделей являются точность упрощенных моделей, 
затраты на их формирование, сохранение свойств 
устойчивости и пассивности исходных моделей [4]. На 
современном этапе помимо перечисленных традици-
онных критериев выбора алгоритмов всё большую 
роль играют новые требования к эффективности при-
менения генерируемых моделей, в частности, сохране-
ние разреженности исходных моделей анализируемых 
цепей. Следует отметить, что в своём большинстве 
алгоритмы редукции из перечисленных выше классов 
формируют плотные редуцированные матрицы, т.е. не 
удовлетворяют соответствующим требованиям к 
структуре. Следствием является ожидаемый рост вы-
числительных затрат при решении схемных уравнений 
модели. 

Требования к структуре редуцированных моделей 
становятся в числе ведущих при генерации моделей. 
Среди перспективных методов, обеспечивающих фор-
мирование упрощенных моделей с разреженными мат-
рицами,  следует указать методы модальной аппрокси-
мации (модальной редукции) [5]. Важным преимуще-
ством методов модальной редукции является сохране-
ние в редуцированной модели полюсов исходной си-
стемы [5]. Матрицы редуцированной модели имеют 
диагональную структуру. Диагональная структура ре-
зультирующих матриц гарантирует сохранение 
свойств разреженности исходной полной схемной мо-
дели. Результатом является вычислительная эффектив-



 

ность полученной редуцированной модели при даль-
нейшем моделировании динамических систем. 

Далее анализируются перспективы применения ме-
тода модальной редукции на базе селективного вычис-
ления доминирующих полюсов [11,12] для формиро-
вания упрощенных моделей. Рассмотрены подходы 
повышения вычислительной эффективности алгорит-
мов благодаря экономичному решению систем линей-
ных алгебраических уравнений с разреженной струк-
турой. Обсуждаются перспективы применения рас-
сматриваемого класса для редукции моделей много-
портовых цепей. 

II. ПРЕДПОСЫЛКИ 

A. Передаточная функция 

Поведение  линейной времянезависимой (LTI) мно-
гопортовой системы с  N внутренними переменными, 
Ninp входными портами и  Nout выходными портами 
описывается системой линейных алгебро-
дифференциальных уравнений  вида 
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.                              (1,2) 

Здесь x  - матрица внутренних переменных системы 

порядка inpNN  , y  – матрица коэффициентов пе-

редачи от входных к выходным портам размером 

inpout NN  , b  – входная матрица размером inpNN   

и d  - матрица отображения состояния системы на вы-

ходные порты размером outNN  ; A  – матрица про-

водимостей  и E  – матрица емкостей. В случае одно-
портовых систем x , b и d являются векторами, а y  -

скаляр.  

Передаточная  функция  системы (1,2) в лапласов-
ской форме имеет следующий вид: 

  bAsEdsH T )()(  .                                     (3) 

Передаточная функция может быть представлена 
как отношение вычетов и полюсов (см., например, [1]):  
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Здесь Rj – вычеты, j – полюсы передаточной функ-

ции. Часто применяется сокращённый вариант такого 
представления: 
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где n - заданное число полюсов передаточной функции 
(n<<N).  

Следующие соотношения определяют для пары 

матриц A и E собственные значения i и собственные 

векторы ic
 и il : i

T
ii

T
iii lElAEcAc   ;

.  

В терминах собственных векторов вычеты можно 

представить в следующем виде:
))(( bT

ilicTdiR 
. 

iR
 является матрицей для многопортовых систем и 

скаляром для однопортовых систем.  

B. Доминирующие полюсы 

Доминирующие полюсы соответствуют специфи-
ческим (комплексным) собственным значениям мат-

ричного пучка ),( EA . 

Полюс j передаточной функции 
)(sH

с норми-
рованными правым и левым собственными векторами 

ic
и il )1( i

T
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всех 
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 [9] 

ji RR  .                                                (5) 

Доминирующий полюс хорошо управляем и 
наблюдаем в передаточной функции. Передаточная 
функция, построенная на основе доминирующих по-
люсов, имеет следующие особенности: 

 пики на частотной характеристике соответствуют 
частоте, определяемой мнимой частью соответ-
ствующего полюса; 

 характер процессов в анализируемой системе 
определяется доминирующими полюсами. 

C. Редукция с применением проекционных матриц 

После формирования матриц проектирования C и 
L, соответствующих правым и левым собственным 
векторам, вычисляются редуцированные матрицы в 
соответствии со следующими правилами: 

.ˆ;ˆ;ˆ;ˆ dCdbLbECLEACLA TTTT   (6) 

III. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ  АЛГОРИТМ РАСЧЕТА ДО-

МИНИРУЮЩИХ ПОЛЮСОВ ОДНОПОРТОВЫХ СИСТЕМ  

     В практических задачах полюсы целесообразно 

находить как корни функции )(1 sH 
, т.к. 

0)(lim 1 


sH

s
.  

Ниже описаны подходы вычисления доминирую-
щих полюсов передаточной функции.  

Для вычисления одного доминирующего полюса 
передаточной функции строится итерационная проце-
дура, на каждом шаге которой вычисляются собствен-

ные векторы ic и il  решением двух систем линейных 



 

алгебраических уравнений для исходной и транспони-
рованной задач. Приближенная оценка полюса нахо-
дится с помощью двустороннего отношения Релея: 

k
T
k
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T
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Завершается итерационная процедура при выполнении 
следующего условия: 

  111 kkk EcsAc , где  - заданная точность. 

Значение полюса, вычисленного с заданной точностью 

(первого доминирующего полюса): 11  ks . 

Для вычисления следующего полюса необходимо 
исключить из спектра матричного пучка найденный 
полюс. В противном случае возможна сходимость к 
уже найденному полюсу. Для вычисления следующего 
полюса необходимо выполнить итерационные шаги, 
описанные выше. 

Существенным недостатком описанного подхода 
является то, что информация, полученная на текущей 
итерации и содержащаяся в собственных векторах, 
после завершения итерации теряется. Однако текущие 
правые и левые собственные векторы содержат компо-
ненты, соответствующие другим доминантным полю-
сам. Поэтому вместо отбрасывания собственных век-
торов целесообразно их накапливать, объединяя в 

промежуточные подпространства V  и W . Эта проце-

дура называется  «subspace acceleration» [9]. О приме-
нении такого подхода указано в работе [13], а затем он 
нашел отражение в работе [9]. 

Основные шаги вычисления доминирующих соб-
ственных значений (полюсов) и соответствующих соб-
ственных векторов с учетом «subspace acceleration»: 

1. Задание 0k ; 0s - величина начального при-

ближения полюса; reqp  - требуемое количество полю-

сов; dbEA ,,, - соответствуют обозначениям системы 

(1,2). 

Результат работы алгоритма: тройки iii lc ,, - 

собственное значение (доминирующий полюс), правый 

и левый собственные векторы ( pi ,...,2,1 ). 

2. Если условие  
reqpp   выполнено, то перейти к 

п. 10.   

3. Решение систем уравнений для прямой и транс-

понированной  задач относительно векторов  kv  и  kw  

dwAEsbvAEs kkkk  *)(;)( . 

4. Ортогонализация  найденных векторов  kv  и kw  

и расширение матриц проектирования 

1];,[];,[  kkwWWvVV kk . 

Полученные собственные векторы ортогонализуются к 
ранее найденным векторам матриц V и W. 

5. Решение двух спектральных задач 

EVQWAVQW *
~

*   и EVZWAVWZ T *
~

*  . (7) 

Формирование редуцированных матриц низкого 
порядка и решение двух спектральных задач относи-

тельно векторов iq  и iz . 

6. Вычисление вычетов в соответствии с формулой 

))(( bT
iziqTdiR 

. Сортировка найденных полюсов и 
соответствующих собственных векторов в порядке 
убывания вычетов передаточной функции в соответ-
ствии с условием (5).  Доминирующий полюс, соответ-
ствующий максимальному вычету становится первым 
в полученном ряду. Этот полюс принимается в каче-
стве нового приближения для следующего итерацион-
ного шага. 

7. Аппроксимация правых и левых собственных 
векторов, соответствующих доминирующим полюсам, 

для  исходных матриц A  и E  

11111111 /ˆ;/ˆ;
~ˆ WzWzlVqVqc  

.  

8. Если условие 
 

2
111
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  не выполняет-
ся, то переход к п. 9,  иначе установить 

]ˆ,[];ˆ,[];ˆ,[ 111  lLLcCC
. Здесь C  матрица, 

образованная правыми собственными векторами, L - 

матрица левых собственных векторов и  - диагональ-
ная матрица доминирующих полюсов. Количество до-
минирующих полюсов, правых и левых собственных 

векторов увеличивается на единицу (p=p+1). 1 kk . 

9. 1 kk . Выбор начального приближения для 

вычисления следующего полюса ( 1̂ks ) и переход  к 

п. 2.  

10. Заданное количество доминирующих полюсов 
найдено. 

 Редуцированные матрицы находятся  с использо-
ванием  преобразования  (6). 

При выполнении условия п.8, найденный с требуе-
мой точностью доминирующий полюс, правый и ле-
вый собственные векторы помещаются в матрицы  C и 
L . Найденный доминирующий полюс исключается из 
спектра и осуществляется поиск следующего домини-
рующего полюса. 

A. Снижение вычислительных затрат при решении 

систем линейных алгебраических уравнений 

Основные вычислительные затраты среди указан-
ных шагов занимает решение систем линейных алгеб-
раических уравнений.   

     Снижение вычислительных затрат при примене-
нии прямых методов связано с использованием техни-



 

ки разреженных матриц, а также с представлением 
модели в блочно-диагональной форме с двойным 
окаймлением. Необходимо учитывать, что в рассмат-
риваемом случае решение двух систем уравнений на 
каждом итерационном шаге требует только одной фак-

торизации  матриц )( AEsLU k  , т.к. для транспо-

нированной задачи справедливо T
k

TT AEsLU )(  .  

Блочно-диагональная форма с двойным окаймле-
нием во многих случаях имеет преимущества. Напри-
мер, в работе (http:// www.ee.ucla.edu/~hy255/) описана 
система из 32 информационных шин, связанных друг с 
другом электромагнитным взаимодействием и непо-
средственно емкостными связями. Эквивалентная схе-
ма каждой из шин представлена 10 секциями из RLC–
цепочек. Параметры элементов секций одинаковы для 
всех шин. Для такого примера  блочно-диагональный 
способ представления модели имеет преимущества с 
вычислительной точки зрения. Каждый блок  включает  
матрицы эквивалентной схемы одной шины. Всего в 
данном случае система включает 32 внутренних блока 
и матрицы двойного окаймления, содержащие элемен-
ты, связывающие между собой шины. Так как все бло-
ки в заданном примере одинаковы, то  достаточно 
лишь LU разложения для одного диагонального блока 
матрицы. Применение же техники разреженных мат-
риц потребует выполнять LU преобразование для всей 
разреженной матрицы. 

Другой путь сокращения вычислительных затрат 
при решении систем линейных алгебраических урав-
нений связан с применением итерационных методов на 
базе крыловских подпространств (см., например, 
[10,2]). Основной проблемой этих методов является их 
медленная сходимость к решению [10]. Для увеличе-
ния скорости сходимости  исходную систему предва-
рительно преобразуют применением предобуславлива-
телей [10]. В качестве предобуславливателя может 
быть взята диагональная часть блочно-диагональной 
матрицы с двойным окаймлением. 

IV. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ РАСЧЕТА 

ДОМИНИРУЮЩИХ ПОЛЮСОВ ДЛЯ МНОГОПОРТОВЫХ  

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Ниже показана возможность расширения алгорит-
ма модальной редукции на базе расчета доминирую-
щих полюсов для редукции моделей многопортовых 
цепей. Проблема многопортовости является наиболее 
актуальной проблемой практического применения ме-
тодов редукции. Как указывалось выше, многие рас-
пространённые алгоритмы теряют вычислительную 
эффективность в случае многопортовых моделей. 
Примером являются методы на базе крыловских под-
пространств [4,8].  

В отличие от скалярных передаточных функций 
однопортовых систем передаточная функция много-
портовой системы является матрицей. В случае равно-
го количества входов и выходов эта матрица квадрат-
ная. Каждая из компонент матрицы Hlm является ска-

ляром и определяет передаточную функцию от l входа 
к m выходу системы.  

При разработке вычислительного алгоритма фор-
мализованного понижения порядка многопортовых 
систем методами модальной редукции необходимо 
решить один из главных вопросов: как выбрать крите-
рий окончания процесса формирования передаточных 
функций в заданном частотном диапазоне.  

В качестве критерия завершения формирования пе-
редаточных функций предлагается использовать сле-
дующее свойство матричной нормы: 

    )(
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)( max

2

2
min 
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
 

iu

iuiH
,   (8) 

где maxmin ; - минимальное и максимальное сингу-

лярные числа )( iH ; )( iu - входное воздействие в 

частотной области;  - частота; 1i  - мнимая еди-

ница. 

Неравенства (8) показывают, что матричная норма 
передаточных функций динамической системы огра-
ничена передаточными функциями максимального и 
минимального сингулярных чисел. Соотношение (8) 
полезно при оценке погрешности редуцированной 
многопортовой динамической системы. 

Рассмотрим передаточную функцию многопорто-

вой системы bAsETdsH 1)()(  с доминиру-

ющими полюсами i , для которых возможно выполне-

ние условия: ))((max sH . Для квадратной пе-

редаточной функции целесообразно рассматривать 
обратную задачу, для доминирующих полюсов кото-

рой 0))(( 1

min  sH . 

Блок-схема алгоритма вычисления доминирующих 
полюсов для многопортовых моделей во многом сход-
на с блок–схемой для однопортовых моделей. Приве-
дем их отличия. 

1. Если условие reqpp   выполнено, то перейти к 

п.10. 

2. Передаточная функция многопортовой модели 

представляется матрицей )(1

ksH 
, спектральные 

свойства которой характеризуются следующей трой-

кой: ( zq,,min ). Составляющие этой тройки являются 

решением следующей пары  задач: 

)()()()(1
kkkk sqssqsH 

)()()()( 1
k

T
kkk

T szssHsz   

с нормированными собственными векторами 

1)()( sqszT . 

http://www.ee.ucla.edu/~hy255/


 

3. Собственные векторы, полученные на этапе 2, 
используются в качестве правых частей двух систем 

уравнений   zwAEsqvAEs T
kk  )(;)( . 

Пункты 4-11 одинаковы для однопортовых и мно-
гопортовых моделей. 

Ниже приводятся диаграммы для двух примеров, 
демонстрирующие применение предлагаемого подхода 
к многопортовым моделям. Примеры взяты из библио-
теки тестовых примеров NICONET [http://www.icm.tu-
bs.de/NICONET/benchmodred.html]. 

а) Пример А имеет модель с исходной системой 120 
порядка (cdplayer). Система имеет 2 входа и 2 выхода. 
На рис. 1 представлены основные зависимости для 
минимального и максимального сингулярных чисел 
для полной и редуцированной моделей. Показана так-
же эвклидова норма различия между полной и упро-
щенной моделями. Количество вычисленных домини-
рующих полюсов равно 35. Наблюдается хорошее сов-
падение сингулярных чисел для полной и упрощенной 
моделей. Различие между полной и упрощенной моде-
лями, представленное эвклидовой нормой, достаточно 
мало. 

б) На рис. 2 представлены аналогичные частотные 
зависимости для примера B, имеющего 3 входа и 3 
выхода. Порядок исходной модели равен 240. Пример 
взят из библиотеки  NICONET (the International Space 
Station (ISS) model). При заданном количестве домини-
рующих полюсов, равным  40,  наблюдается хорошее 
совпадение сингулярных чисел исходной и редуциро-
ванной моделей. Как следствие, получаем малую нор-
му, характеризующую различие передаточных функ-
ций исходной и редуцированной моделей. 

 

 

Рис.1. Передаточные функции для минимального и мак-
симального сингулярных чисел и различие передаточ-
ных функций полной и упрощенной моделей в форме  

эвклидовой нормы (количество доминирующих полюсов 
равно 35) 

 

Рис. 2. Передаточные функции для минимального и мак-
симального сингулярных чисел и различие передаточ-

ных функций полной и упрощенной моделей в форме  
эвклидовой нормы (количество доминирующих полюсов 

равно 40) 

V. ПРИМЕР ФОРМИРОВАНИЯ РЕДУЦИРОВАННОЙ 

МОДЕЛИ  

Ниже для схемотехнического примера из раздела 3, 
приводятся результаты редукции рассматриваемым 
алгоритмом. Схема включает 32 связанные информа-
ционные шины. Эквивалентная схема для связанных 
шин показана на рис.3. Каждая  из шин представлена 
10 секциями из RLC–цепочек. Порядок полной модели 
равен 993. Схема имеет один вход и один выход. В 
данном случае входной сигнал подключен к входу 
первого сегмента первой шины, а выходом является 
последняя секция второй шины. 

Результаты редукции приведены на рис. 4. На ри-
сунке показана передаточная функция для исходной 
модели, а также величины отклонения характеристик 
редуцированной  модели от исходной модели. Редуци-
рованные модели получены описанным в статье мето-
дом и с помощью известной программы  PRIMA [7]. 
Порядок редуцированных моделей одинаков и равен 
80. Погрешность редуцированных  моделей, получен-
ных различными методами, примерно одинакова. Од-
нако редуцированная модель, полученная с помощью 
PRIMA, является плотной. Модель, полученная с по-
мощью представленного в работе метода, имеет раз-
реженную структуру, так как редуцированные матри-
цы являются диагональными. Благодаря разреженной 
структуре такие редуцированные модели обеспечива-
ют выигрыш вычислительных затрат при дальнейшем 
моделировании. Сравнение проводилось при расчете в 
частотной области цепи, включающей операционный 
усилитель, нагруженный электрической цепью (рис. 3). 
Эксперимент выполнен для полной и редуцированной 
моделей. При использовании модели, полученной 
предлагаемым в работе алгоритмом, достигнуто при-
мерно трёхкратное ускорение по сравнению с моделью 
того же порядка, но полученной программой PRIMA. 



 

 

Рис. 3. Электрическая схема модели, состоящей из 32 
информационных шин 

 

 

Рис. 4. Результаты редуцирования системы, полученные 
с помощью программы PRIMA и рассмотренным алго-

ритмом вычисления доминирующих полюсов 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Методы модальной редукции являются перспек-
тивным направлением решения проблем формализо-
ванного формирования упрощенных моделей для схе-
мотехнического проектирования.  

Приведённый в статье вычислительный алгоритм  
из этого класса методов редукции имеет свойство 
структурной разреженности полученной модели в ка-
честве важного преимущества перед применяемыми в 
настоящее время алгоритмами. Свойство разреженно-
сти обеспечивает вычислительную эффективность 
применения таких моделей в дальнейших расчётах. 

Другим важным отличительным преимуществом 
рассмотренного алгоритма является его относительная 
эффективность при редукции моделей многопортовых 
цепей. При аппроксимации элементов матричной фор-
мы многопортовой передаточной функции такая эф-
фективность достигается благодаря введению матрич-
ного критерия близости (8) передаточных функций и 
возможности совмещения вычислительных операций 
при редукции для разных элементов матрицы. 
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