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Аннотация — Построена математическая модель маг-

нитного вентиля c продольной анизотропией, лежащего 

в основе структуры ячейки памяти MRAM. Проведен 

анализ устойчивости основных состояний равновесия. 

Найдены дополнительные состояния равновесия и но-

вые типы динамики намагниченности под влиянием 

внешнего магнитного поля и спин-поляризованного тока 

инжекции.  
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I.  ВВЕДЕНИЕ  

Поскольку существующие на сегодняшний день 
типы памяти близки к пределам своих возможностей, 
ведется интенсивный поиск новых путей записи и счи-
тывания информации. В этом отношении большой ин-
терес вызывает концепция магнитной памяти прямого 
доступа (MRAM). На первых стадиях разработки 
MRAM управление процессом записи в ячейку пред-
полагалось осуществлять с помощью магнитного поля. 
Прорыв в технике спиновых накопителей был обеспе-
чен в 1996 году предсказанием [4, 5], что ориентацией 
намагниченности свободного магнитного слоя можно 
управлять непосредственно переносом спинового уг-
лового момента с помощью спин-поляризованного 
тока. В 2000 году была осуществлена первая экспери-
ментальная демонстрация того, как спиновый вентиль 
— наностолбик, состоящий из слоев Co/Cu/Co, может 
обратимо переключаться между состояниями с низким 
(параллельным) и высоким (антипараллельным) маг-
нитным сопротивлением с помощью явления «перено-
са спина» [6]. В текущей литературе (например, [7–9]) 
широко обсуждается управление таким элементом с 
использованием комбинированного воздействия спин-
поляризованного тока инжекции и внешнего магнит-
ного поля. В работе [7] было выполнено первое иссле-
дование устойчивости параллельной и антипараллель-
ной конфигураций намагниченности ферромагнитных 
слоев вентильного элемента и проведено сопоставле-
ние результатов с проведенными теми же авторами 
экспериментальными исследованиями. В теоретиче-
ской модели эффекта переключения [7], наряду с 
внешним магнитным полем, учитывались магнитное 
поле анизотропии материала свободного слоя и маг-
нитное поле размагничивания, однако не учитывались 

зависимости этих полей от намагниченности материа-
ла, не учитывалась также зависимость от намагничен-
ности функционального множителя в выражении для 
токового члена. Это существенно упростило модель, 
но не позволило объяснить некоторые несоответствия 
теоретических и экспериментальных данных. 

Известны также работы [8, 9], в которых была ис-
пользована теоретическая модель более сложная, чем в 
[7]. Однако рассмотрение динамики намагниченности 
в них ограничено малыми токами и полями, т.е. имен-
но теми интервалами, в которых параллельная конфи-
гурация намагниченностей слоев магнетика устойчива, 
и переключение невозможно, а основной интерес был 
сфокусирован на присутствии или отсутствии пре-
дельных циклов в данной динамической задаче при 
малых управляющих параметрах. 

Мы провели анализ уравнений динамики намагни-
ченности, основываясь на изучении равновесий дина-
мической системы (ее особых точек), анализе их ус-
тойчивости по первому приближению и численном 
моделировании динамики намагниченности в различ-
ных диапазонах управляющих параметров системы. 
Все вычисления проводились нами при положитель-
ных значениях тока инжекции, так как при отрица-
тельных токах механизм переключения требует допол-
нительного анализа и, возможно, корректировки токо-
вого слагаемого в теоретической модели [7]. Часть 
полученных нами результатов совпадает с результата-
ми работ [8, 9], в частности, это касается границы по-
тери устойчивости параллельной и антипараллельной 
конфигураций намагниченности переключательного 
элемента. В некоторых отношениях наши результаты 
шире результатов [8, 9], поскольку нас интересовали 
динамические процессы в данной структуре, проте-
кающие при более высоких токах, чем в этих работах.  

II. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Объектом исследования является трехслойная 
структура Co/Cu/Co, состоящая из двух слоев ферро-
магнитного материала (кобальт) и медной немагнит-
ной прослойки, близкая к структурам, рассмотренным 
в работах [7–9]. Поперечное сечение структуры пред-
ставляет собой квадрат со стороной 100 нм, одна из 
сторон которого параллельна оси легкого намагничи-
вания ферромагнитных слоев (ось OX), толщина тон-
кого слоя в расчетах принята равной 5 нм. Намагни-



 

ченность нижнего (толстого) слоя фиксирована, ее на-
правление принимаем за положительное направление 
оси OХ. Ось OZ перпендикулярна плоскости слоев. 
Параллельно OZ пропускается ток, плотность которого 

J  находится в диапазоне от 0 до 10
14 

А/м
2 
. Структура 

помещена во внешнее магнитное поле H , направлен-

ное вдоль оси анизотропии (риc. 2). Рассматриваются 
как положительные, так и отрицательные значения 
поля.  

 

Рис. 1. Модель магнитного клапана с продольной анизо-
тропией 

Теоретическая модель явления, лежащего в основе 
работы спинового вентиля, была предложена в работе 
Дж. Слончевского [4]. Модель базируется на фунда-
ментальном уравнении Ландау-Лифшица-Гильберта, 
описывающем динамику вектора намагниченности M  
в незакрепленном ферромагнитном слое: 

 0 eff

s

= .
t M t


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    

  

M M
M H M    (1) 

Здесь 
27

0 4 10 Н А     — магнитная проницаемость 

вакуума,   — гиромагнитное отношение 
11 -1 -10.28025 10 с Тл   ,   — безразмерный коэффи-

циент диссипации, sM  — намагниченность насыще-

ния, 
effH  — эффективное магнитное поле, отражаю-

щее те виды физических взаимодействий, которые уч-
тены в модели. В данном случае 

eff a f c ,H = H + H + H + H   (2) 

где H  — внешнее магнитное поле, aH  — 

эффективное поле магнитной анизотропии, fH  — 

эффективное поле размагничивания, возникающее за 

счет конечных размеров вентильной структуры, 
cH  — 

эффективное поле, создаваемое спин-поляризованным 
током инжекции. Магнитное поле обменного взаимо-
действия  будем считать пренебрежимо малым в силу 
малых размеров структуры (приближение однородного 
намагничивания), поскольку выражение для него со-
держит производные вектора намагниченности. Де-
тальное обоснование этого приближения содержится в 
работе [13].   

Уравнение (1) сводится к безразмерному виду 
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где =
sM

M
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M

H
h , 1m , время   измеряется в 

единицах  
1

0 sM


. Здесь   

eff a f c .h = h +h +h +h  

1) В случае внешнего поля h , направленного вдоль 
оси OX, 

.h
x

h e  

2) Поле анизотропии также ориентировано вдоль 
OX 

а ( , ) ,xk km 
x x x

h m e e e  

где 1 2

0 s2 ak K M  , 
aK  — константа магнитной ани-

зотропии.  

3) Поле размагничивания 
fh  определяется соотно-

шением 
f

ˆ , h qm  где тензор q̂  — форм-фактор. В 

выбранной нами геометрии можно считать, что  

f .zm 
z

h e  

4) Следуя теории Слончевского–Берже, вклад в 
эффективное поле, создаваемый током инжекции, счи-
таем равным 

 c ,
n

J
G

J
 h s m  

где s  — направление спиновой поляризации тока, 

совпадающее с направлением намагниченности в тол-

стом слое (в данной геометрии 
xs e ), J — размерная 

плотность спин-поляризованного тока, 
nJ  — норми-

ровочный токовый коэффициент, который равен  

2

1 0 ,s

n

d e M
J


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(  — постоянная Планка, 
0  — магнитная проницае-

мость вакуума, е — заряд электрона, 
1d  — толщина 

тонкого ферромагнитного слоя). Таким образом, без-

размерная плотность тока равна / nj J J . Скалярная 

безразмерная функция G (m) согласно [1] имеет сле-

дующий вид:  
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где P  — параметр спиновой поляризации. С учетом 

xs e  имеем ( , ) xms m . Тогда  
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Учтем также, что   x y z0 z ym m   s×m e e e . Таким 

образом  
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x x
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z y z
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После некоторых алгебраических преобразований по-
лучим 

 eff eff eff( , ), 
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,  

effh  определяется соотно-

шением (5). В координатной записи система (6) имеет 
вид  
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 (7) 

где 1x x y y z zL m h m h m h k h      . Параметры 

структуры Co/Cu/Co, которые были использованы в 
нашем численном расчете, равны: 0.02,   0.35,P   

0 1.76 T,sM   6 30.53 10 /мaK Дж   [10]. При этом 

нормировки основных переменных были следующими:    
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Отметим, что из физических соображений имеется ряд 
ограничений на предельные величины плотности тока 
инжекции J  и внешнего магнитного поля H , однако в 

наших расчетах мы их не учитывали.  

III. КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ ДИНАМИЧЕСКОЙ 

СИСТЕМЫ 

A. Особые точки  

Чтобы найти положения равновесия системы (7), 
следует приравнять к нулю правые части системы: 

( ) 0,

( ) 0,

( ) 0.

z y y z x x

x z z x y y

y x x y z z

m h m h h m L

m h m h h m L

m h m h h m L

 

 

 
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    

  (8) 

Получаем полиномиальную алгебраическую систему 
из трех уравнений относительно трех неизвестных 

, ,x y zm m m . Параметры , ,P k  считаем фиксирован-

ными (внутренними) параметрами системы, а поле h  и 

ток j  — варьируемыми (внешними) параметрами. 

Решив эту систему относительно неизвестных 

, ,x y zm m m  при текущих значениях ,h j  найдем по-

ложения равновесия, отвечающие данным значениям 

параметров. В случае 0, 0h j   система (8) вырож-

дается к виду 

0,

(1 ) 0,

0.

y z x x

x z y
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km m m m L
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Здесь 2 2

x zL km m  . При этих значениях поля и тока 

система (7) имеет шесть особых точек (точек равнове-
сия) на поверхности единичной сферы, а именно: 

1,2 3,4 5,6( 1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)T T T    (точки 

1,2 ( 1,0,0)T   являются устойчивыми фокусами, 

3,4 (0, 1,0)T   — седлами, 5,6 (0,0, 1)T   — 

неустойчивыми фокусами).  

Для отыскания особых точек при ненулевых внеш-
них параметрах следует решить систему (8) в общем 

виде. Последовательно исключая степени ym  и 
zm  из 

уравнений системы, получаем уравнение относительно 

переменной 
xm , распадающееся на множители, среди 

которых наиболее содержательными являются два 
следующих:  

1. 2 1 0xm   ,               (9a) 

2. 4 3 2

4 3 2 1 0 0,x x x xA m A m A m Am A              (9b) 

где 
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Первое уравнение отвечает двум положениям рав-

новесия 1,2 ( 1,0,0)T  , присутствующим в системе при 

любых токах и полях, второе уравнение позволяет рас-
считать координаты дополнительных особых точек и 
выделить области их существования. Отметим инте-
ресную особенность последнего уравнения — оно не 
содержит параметра α. 



 

Если компонента намагниченности 
xm  удовлетво-

ряет уравнению (9b), то уравнение для определения 

компоненты 
zm  после некоторых преобразований 

приобретает вид 

 2 2( 1)( ) 0, ( 0).z x x xm m m kx h m      

Подстановкой найденных компонент 
xm  и 

zm  в любое 

из уравнений (8) можно определить компоненту ym , 

например, из третьего:  
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2
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При 0xm  , что имеет место только при 0h  , систе-

ма (7) имеет четыре аксиально-симметричные особые 
точки  
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1
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Таким образом, здесь формализована процедура 
определения координат особых точек, что позволяет 
построить бифуркационные диаграммы смены типа 

особых точек 1,2 ( 1,0,0)T   и диаграмму рожде-

ния/исчезновения дополнительных особых точек (сле-
дующий раздел).   

B. Бифуркационные диаграммы  

Пусть 0 ,0 ,0 ,0( , , )x y zT m m m  — какая-либо особая точ-

ка динамической системы. Линеаризовав систему (6) в 
окрестности точки Т0, получим линейную систему 
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где  символ 
im  означает частную производную соот-

ветствующей функции по переменной im , , ,P Q S  — 

правые части системы (7). Тип особой точки определя-
ется собственными числами этой матрицы. А посколь-
ку фазовое пространство исследуемой системы пред-
ставляет собой сферическую поверхность, (которая 
может быть различными способами отображена на 
плоскость), то классификация особых точек в данном 
случае совпадает с классификацией особых точек на 
плоскости, и для определения типа особой точки дос-
таточно двух собственных чисел [11,12].  

 

Рис. 2. Бифуркационные диаграммы: a – бифуркации 
особой точки Т1(+1,0,0), b – бифуркации особой точки 
Т2 ( 1,0,0) ,  c – бифуркации дополнительных особых 

точек динамической системы (7). Пояснения даны в тек-
сте статьи. 
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  (10) 

где 
1

1 T
G G ,  

2

1 12 2 1 2 1U jG h k       , 

2

1 12 2 1 2 1V jG h k       . 

Подкоренное выражение в (10) отрицательно при 

 2

12 2 1 1 / 2j h k G        и 

 2

12 2 1 1 / 2j h k G       , значит при этих ус-

ловиях 1,2  комплексно сопряжены. При этом 3 0  . 

Знак выражения 
1,2 1Re( ) (1 2 2 )

2
jG k h


      при 

1

0 (1 2 2 )
2

j k h
G


     отрицательный — тип особой 

точки в трехмерном пространстве — устойчивый узел–



 

фокус, при 
1

(1 2 2 )
2

j k h
G


    знак 1,2Re( )  положи-

тельный, и тип точки седло–фокус. На сферическую 
поверхность устойчивый узел-фокус проектируется 
как устойчивый фокус, а седло-фокус как неустойчи-
вый фокус; далее в тексте тип особых точек будем на-
зывать по названию их проекции на сферу. Пороговым 
при принятых нами значениях параметров является 

выражение 0.1496 0.1576j h   (линия раздела L4 ме-

жду затененной и незатененной областью на рис. 2а) 
— при токах, превышающих порог, фокус Т1(+1, 0, 0) 
становится неустойчивым. Границы существования 

фокуса на плоскости  ,h j  заданы параллельными 

линиями 
2L  и 

3L : 

2

2 1

2

3 1

: 2 2 1 2 1 0,

: 2 2 1 2 1 0.

L jG h k

L jG h k
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Это значит, что в положительных полях при любых 
токах равновесие T1(+1,0,0) является устойчивым (ни-

же 
4L ) либо неустойчивым фокусом (выше 

4L ). В от-

рицательных полях картина несколько иная. Перемно-
жим λ1 и λ2 : 

 2 2 2 2 2

1 2 1( 1)( 2 ).j G h kh h k k          

При λ1λ2 = 0 выражение во второй скобке является 
уравнением эллипса, сдвинутого на плоскости (h, j) в 
отрицательную область значений поля  
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2 2

1

1
4 4 1.

2
h k G j
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   (11) 

Вершина эллипса находится в точке 1( 1 2, 1 2 )k G  , 

т.е., при данных значениях параметров, в точке 

( 0.93, 3.941). Таким образом, в области I на рис. 2а, 

ограниченной снизу осью 0j  , сверху линией L1, 

произведение λ1λ2 отрицательно, т.е. точка Т1(+1, 0, 0) 
является седлом. В области II выше линии L1  произве-

дение положительно, и с учетом знаков 1,2Re( )  за-

ключаем, что между линиями L2 и L3 точка Т1(+1, 0, 0) 
является неустойчивым узлом, в области V — устой-
чивым фокусом, во всех остальных точках второго 
квадранта (областях Ш и IV) — неустойчивым фоку-
сом. Разница между точками левее линии L2 и правее 
линии L3 состоит в направлении раскручивания траек-
тории в окрестности фокуса Т1(+1, 0, 0).  

В точке равновесия Т2 ( 1,0,0)  имеем  
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Так же, как и в предыдущем случае,  при выполнении 

неравенства  2

22 2 1 1 / 2j h k G        или 

 2

22 2 1 1 / 2j h k G        особая точка пред-

ставляет собой фокус. В случае равенства эти выраже-

ния определяют на плоскости  ,h j  пару параллель-

ных прямых L6 и L7:  
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Таким образом, вне полосы между параллельными 
прямыми тип особой точки — фокус, устойчивый при 

2

1
0

2
jG h k        (выше линии L8 на рис. 3b) и 

неустойчивый при 
2

1
0

2
jG h k        (ниже L8). 

Так же, как и ранее для Т1(+1, 0, 0), внутри этой поло-
сы особая точка может быть седлом либо узлом, в за-
висимости от того, одинаковы или различны знаки 

чисел 
1  и 

2 .  

Произведение 
1  и 

2  равно  

 2 2 2 2 2

1 2 2(1 ) 2 .j G h h kh k k         

На плоскости ( ,h j ) это выражение определяет верх-

нюю дугу эллипса (L5), сдвинутого в область положи-
тельных полей  
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2
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  (13) 

Вершина эллипса находится в точке 2( 1 2,1 2 )k G , 

т.е. в точке (0.93, 0.970). Внутри эллипса произведение 
отрицательно, следовательно, при этих значениях тока 
и поля особая точка Т2(-1, 0, 0) относится к седловому 
типу. Вне эллипса особая точка на сфере может быть 
либо узлом, либо фокусом. Бифуркационная диаграм-
ма особой точки Т2(-1, 0, 0) представлена на рис. 2b: 
область VI — седла, область VII — устойчивые узлы, 
области VIII и IX — устойчивые фокусы, область X — 
неустойчивые фокусы. Аналогично предыдущему слу-
чаю, фокус в области VIII и в области IX отличаются 
направлением закручивания траектории в окрестности 
особой точки.  



 

  

Рис. 3. Динамика вектора намагниченности, обусловлен-
ная током инжекции, в магнитных полях, направленных 

противоположно намагниченности фиксированного слоя: 

sw  — приближенная оценка времени переключения в 
относительных единицах; рисунок (а) – суперпозиция ле-

вых частей бифуркационных диаграмм рис. 2а–с; на ри-
сунках (b)–(i) нумерация в левом верхнем углу соответст-
вует номеру области на бифуркационной диаграмме (а).  

Рис. 4. Динамика намагниченности, обусловленная то-
ком инжекции, в положительных магнитных полях, 

однонаправленных с намагниченностью закрепленного 
слоя: 

sw — приближенная оценка времени переключе-
ния в относительных единицах, нумерация рисунков в 

левом верхнем углу соответствует номеру области на 
бифуркационной диаграмме (а). 

Помимо основных особых точек 1,2 ( 1,0,0)T   сис-

тема (7) обладает дополнительными особыми точками. 
Границы области существования таких точек опреде-

ляются значениями 1xm   . Линия L11 разделяет 

плоскость на области, где многочлен (9) имеет либо не 
имеет действительных корней (получена численно). 
Таким образом, линии L9,  L10,  L11 делят плоскость (h, j) 
на четыре части (рис. 2с): область XI — область суще-
ствования дополнительной осе-симметричной пары 
неустойчивых фокусов, XII — существования допол-
нительной осе-симметричной пары устойчивых фоку-
сов, XIII — область существования двух осе-
симметричных седел и двух осе-симметричных неус-
тойчивых фокусов, XIV — область, в которой нет до-
полнительных особых точек. В областях, ограничен-
ных пунктирной линией, вокруг неустойчивых фоку-
сов существуют устойчивые предельные циклы (рис. 
2с).  

C. Динамика намагниченности в зависимости от 

величины поля и тока 

В нашем исследовании нас интересовало сущест-
вование в системе (7) переключательного режима — 
иными словами, существование траектории, соеди-

няющей точки равновесия 1,2 ( 1,0,0)T  . Ответ на этот 

вопрос мы искали, прежде всего, в свойствах устойчи-
вости либо неустойчивости начального и конечного 

положений равновесия Т1, Т2. Вместе с тем, в ходе мо-
делирования динамики процесса переключения стало 
ясно, что даже в случае неустойчивости начального 
равновесия Т1 и устойчивости конечного равновесия Т2  
при переключении структуры из параллельного со-
стояния в антипараллельное возможен такой эффект 
как случайное переключение (рис. 4c) с тремя равно-
вероятными исходами. Возможны также ситуации од-
новременной неустойчивости равновесий Т1 , Т2, но 
устойчивости некоторой осе-симметричной пары до-
полнительных равновесий Т3–Т’3, что приводит к не-
полному переключению с двумя, а не тремя как в пре-
дыдущем случае, равновероятными исходами (рис. 4b). 
Обнаружение режимов с двумя и тремя равновероят-
ными исходами представляется наиболее важным ре-
зультатом данной работы. Наличие таких комбинаций 
значений поля и тока, в которых исход переключения 
не определен, приводит к неустойчивости работы па-
мяти.  

Другим недостатком рассматриваемой модели па-
мяти являются высокие величины токов переключе-
ния. Оценка плотности критического тока переключе-
ния кобальтовой ячейки памяти MRAM с планарной 
анизотропией при нулевом поле дает величину 
2.8∙10

12
А/м

2
, что сравнимо с величиной порога элек-

тромиграции. Это является основным недостатком 
памяти MRAM такой конструкции и побуждает к по-
иску иных конструктивных решений [14-16].  
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ABSTRACT  

Magnetization dynamics in a three-layered nanopillar 
Co/Cu/Co structure driven by external magnetic field and 
spin-polarized electric current was researched using meth-
ods of the theory of bifurcations. The mathematical model 
is based on the Landau-Lifshits-Gilbert equation with the 
current term in the Slonczewski-Berger form. The direction 
of applied magnetic field was in line with the anisotropy 
axis. The physical model included the anisotropy field and 
the demagnetizing field. Because of a small size of the 
structure the space dependence of magnetization was not 
taken into account. The resulting system of equations has 
the form of the nonlinear dynamical system with the poly-
nomial right-hand sides. The analysis of singularities of the 
dynamical system was performed that allows finding the 
values of applied field and current, for which the phase 
portrait of the dynamical system is topologically equiva-
lent. The qualitative changes of the phase portraits associ-
ated with bifurcations of singular points were researched. 
The mathematical simulation of magnetization dynamics 
for typical values of field and current was performed. The 
range of parameters for complete switching of magnetiza-
tion from parallel to anti-parallel configuration was deter-
mined. It was brought to light that there is a region of con-
trol parameters where complete switching does not take 
place but the free layer can be switched to the one of two 
intermediate axis-symmetrical positions (incomplete 
switching). Furthermore, the intervals of the field and the 
current where switching is fully impossible were found 
analytically. Therefore, the developed approach of qualita-
tive theory of dynamical systems has permitted us to find 
such new modes of the magnetization dynamics as incom-
plete and accidental switching.  
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