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Аннотация — Для математического моделирования яв-

лений тепломассопереноса, обусловленных взаимодейст-

вием заряженных частиц или электромагнитного излу-

чения с поверхностью многослойной полупроводнико-

вой мишени, разработан матричный метод, который 

используется совместно с методом обобщенных степеней 

Берса. Разработанный метод является аналитическим и 

позволяет получать решение задач тепломассопереноса 

для произвольного количества слоёв как в случае одно-

родной, так и неоднородной среды внутри каждого слоя. 

Также рассматривается возможность использования 

метода в качестве численного для решения неоднород-

ных уравнений тепломассопереноса. 

Ключевые слова — математическое моделирование, за-

ряженные частицы, электромагнитное излучение, полу-

проводник, явления тепломассопереноса, матричный 

метод, обобщённые степени Берса. 

I.  ВВЕДЕНИЕ 

При проектировании микро- и наноэлектронных 
систем, работающих в условиях воздействия на них 
потоков заряженных частиц и/или электромагнитного 
излучения или использования этих явлений для 
диагностики таких объектов, одной из решаемых задач 
является теоретическая оценка степени внешнего 
воздействия на эти системы. В некоторых случаях 
решение такой задачи может быть получено методами 
математического моделирования. В настоящей работе 
изложены математические основы нового подхода к 
решению задач тепломассопереноса в 
полупроводниковых структурах микро- и наноэлектро-
ники, позволяющие решить рассматриваемую задачу. 

Для математического моделирования явлений теп-
ломассопереноса в однородной или многослойной 
среде, обусловленных взаимодействием заряженных 
частиц или электромагнитного излучения с 
полупроводниковой мишенью, ранее было предложено 
использовать т.н. модель независимых источников, в 
которой искомое распределение диффундирующего 
вещества или тепла в объёме материала находится как 
суперпозиция от точечных источников, имеющихся в 
каждом микрообъеме конденсированного вещества. 

Математически это отвечает наличию дельта-функции 
в правой части дифференциального уравнения 
тепломассопереноса. Интегрирование полученных 
распределений от каждого из микрообъёмов позволяет 
найти искомое распределение диффундирующего 
вещества или тепла в объёме материала. Такой подход 
использован нами при расчетах как для однородного 
материала [1], так и для двух- [2], [3] и трёхслойных 
планарных полупроводниковых структур [4], [5]. 
Однако в планарных структурах оптоэлектроники ко-
личество слоёв существенно больше, к тому же их па-
раметры могут иметь различные значения в различных 
точках материала (например, в варизонных структу-
рах). С увеличением числа слоёв значительно увеличи-
вается трудоемкость задачи, так как приходится 
решать большое число алгебраических уравнений с бо-
льшим числом параметров – отчасти поэтому нам не 
удалось найти алгоритм решения рассматриваемых 
задач тепломассопереноса при наличии четырёх и бо-
лее планарных полупроводниковых слоёв. Исполь-
зование других методов (операционных, вариацион-
ных, совместного использования точных и приближён-
ных аналитических методов) приводит к различным 
проблемам. В этом случае, как правило, приходится 
решать алгебраические уравнения высоких степеней и 
системы алгебраических уравнений, которые могут 
иметь плохую обусловленность матриц коэффициен-
тов, а в случае, когда удаётся получить аналитическое 
решение в виде бесконечных рядов, имеется их плохая 
сходимость [6]. 

Отметим, что для однородных материалов проведе-
но моделирование явлений тепломассопереноса и для 
остро сфокусированного электронного зонда [7]-[9], в 
т.ч. и с использованием численных методов [10], [11]. 
Для использования численного решения разработан 
алгоритм применения проекционного метода Галер-
кина и получена порядковая оценка погрешности не-
вязки, соответствующей приближенному решению 
стационарного уравнения диффузии [12]. Для однород-
ного полупроводникового материала этот метод позво-
ляет находить матрицу, определяющую приближенное 
решение рассматриваемой задачи, не прибегая к опера-
циям дифференцирования и интегрирования, а исполь-
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зуя только алгебраические операции, что существенно 
сокращает время вычислений. Приближенное решение 
содержит небольшое число (10-12) членов разложения 
по базису из модифицированных функций Лагерра. В 
то же время для многослойных структур этот метод не 
применялся и можно предположить, что его реализа-
ция для таких объектов может быть весьма трудоём-
кой. 

Ранее нами показано, что для математического 
моделирования явлений тепломассопереноса в 
многослойной планарной среде с произвольным чис-
лом слоёв может быть использован разработанный 
нами матричный метод [13], [14], использующий 
аппарат обобщённых степеней Берса [15], [16]. Разви-
тию такого подхода к решению задач тепломассопере-
носа и посвящена настоящая работа, а некоторые его 
возможности продемонстрированы на модельных 
задачах. 

II. ОСНОВЫ МЕТОДА 

A. Первая модель 

Процесс остывания (нагрева) мишени может быть 
описан одномерным уравнением тепломассопереноса 

2 1( ) ( )a x a x
x x t

    
 

   
, 

где Ф(x, t) – потенциал процесса переноса, 
направленного нормально к поверхности мишени и 

границам слоев, t – время, функции 
1( )a x  и 

2 ( )a x  

определены физическими и геометрическими 
параметрами мишени, плотность потока описывается 

выражением 
1( )J a x x    , ось x направлена по 

потоку. 

Для удобства использования математического 
аппарата введем операторы  

1 1( )D a x
x





, 2 2 ( ) .D a x

x





 

Рассмотрим многослойную среду из n плоских 
слоев, расположенных от начальной координаты x1 до 
конечной xn+1, слои занумерованы левой координатой. 
Будем номер слоя ставить для данной величины вверху 
в скобках. Тогда процесс переноса в каждом слое 

определён потенциалом 
( ) ( , )i x t  и потоком 

( ) ( , )iJ x t , 

которые удовлетворяют уравнениям 

 
( )

( ) ( ) ( )

2 1 ,  1,
i

i i iD D i n
t





 


, (1) 

( )

1 ,  1, .iJ D i n    

Поставим первую краевую задачу с заданным 
начальным условием для многослойной среды. На 
границах требуем  

(1)

1( , ) 0x t  , 
( )

1( , ) 0n

nx t   . 

Известно начальное распределение потенциала во 
всей среде  

( )

1( ,0) ( ),  [ , ],  1, .i

i ix g x x x x i n     

Функция g(x), которая может быть разрывной, 
задана для всей многослойной среды. На границах 
слоёв примем условия идеального контакта, 
выраженного в непрерывности потенциала и потока во 
всех точках x2, …, xn. 

( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 1 1 1( , ) ( , ),  ( , ) ( , ),i i i i

i i i ix t x t J x t J x t   

      

1, 1i n  . 

Решение задачи будем искать методом Фурье. 
Частное решение уравнений (1) запишем в виде 

2( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1( , ) ( ) ,  ,  1, .i i t i i ix t u x e j D u i n      

Амплитудная функция 
( ) ( )iu x  удовлетворяет урав-

нению 

( ) ( ) ( ) 2 ( )

2 1 ( ) ( ) 0i i i iD D u x u x   

и граничным условиям 

 
(1) ( )

1 1( ) 0,  ( ) 0,  n

nu x u x    (2) 

( ) ( 1)

1 1( ) ( ),  1,  .i i

i iu x u x i n

    

Следовательно, для 
( ) ( )iu x  поставлена задача 

Штурма-Лиувилля при разрывных коэффициентах в 
основном уравнении. 

В работе [17] было получено решение задачи Коши 
для каждого слоя  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
( ) ( )cos ( , ) ( )sin ( , ),

( ) ( ) sin ( , ) ( )cos ( , ).

i i i

i i i i i

i i i

i i i i i

u x u x X x x j x X x x

j x u x X x x j x X x x

 


  

 

 

(3) 

Здесь функции, входящие в решения, представлены 
в форме Берса [15], [16]. 

Введём вектор-столбцы 
( ) ( )iV x , 

( ) ( )i

iV x  и матри-

цу K 

( )

( )

( )

( )
( )

( )

i

i

i

u x
V x

j x
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( )
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, 
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1
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( , ) .

sin ( , ) cos ( , )

i i i ii

i

i i i i
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K x x
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Тогда решение (3) запишем в виде  

( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( ).i i i

i iV x K x x V x  

Для крайней точки i-го слоя получим 

 
( ) ( ) ( )

1 1( ) ( , ) ( ).i i i

i i i iV x K x x V x   (4) 
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Выражение (4), учитывая контактные условия 

( ) ( 1)

1 1( ) ( )i i

i iV x V x

  , 

будем применять последовательно, начиная с первого 
слоя, тогда получим: 

 
( ) ( ) (1)

1 1 1( ) ( , ) ( ),  [ , ]i i

i iV x K x x V x x x x   , (5) 

где 
( ,1) ( ) ( 1) (1)

1 1 2 1( , ) ( , ) ( , )... ( , )i i i

i i iK x x K x x K x x K x x

 . 

Выражение (5) определяет значения потенциала 
( ) ( )iu x  и потока 

( ) ( )ij x  в i-ом слое через значения 

(1)

1( )u x  и 
(1)

1( )j x  в начальной точке системы. В 

конечной точке системы слоёв получим 

 
( ) ( ,1) (1)

1 1 1 1( ) ( , ) ( ).n n

n nV x K x x V x   (6) 

Обозначив элементы матрицы ( ,1)nK  в формуле (6) 

как 
( ,1)n

ijk , запишем 

 

( ) ( ,1) (1) ( ,1) (1)

1 11 1 12 1

( ) ( ,1) (1) ( ,1) (1)
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( ) ( ) ( ),
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n n n

n
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n

u x k u x k j x

j x k u x k j x





 

 
 (7) 

Для задачи Штурма-Лиувилля, когда выполняется 
условие (2), согласно системе (7), получим  

 
( ,1)

12 0nk  . (8) 

Условие (8) определяет собственные значения k , 

соответствующее ему решение обозначим 
( ) ( ).i

ku x  

Чтобы нормализовать базисные функции, найдём  

 
1

2
2 ( )

( )
1 2

1
,

i

i

xn
i

k ki
i x

N u dx
a





   

тогда соответствующие собственные функции найдём 

по формулам 
( ) ( )i i

k k kf u N . 

Коэффициенты в разложении Фурье определяются 
из скалярного произведения 

1

( )

( )
1 2

1 1
( ) .

i

i

xn
i

k ki
ik x

c g x u dx
N a





    

Таким образом, решение уравнения запишется в 
виде 

2
( ) ( )

1

( , ) ( ) .k ti i

k k

k

x t c f x e







   

Для расчетов была взята модельная задача 
теплопроводности с постоянными коэффициентами в 
каждом слое. Коэффициенты уравнения (1) имеют вид 

( ) ( )

1 ( ),i i

ca x   ( ) ( ) ( )

2 1 ( ) ( )i i ia c x x , где ( )i

c , ( ) ( ),ic x  

( ) ( )i x  – коэффициент теплопроводности, 

теплоёмкость и плотность среды соответственно на i-м 

слое. В случае, когда в каждом слое значения 
физических параметров постоянны, матрица K имеет 
вид 

   

   

( )

( )
1 12

( )( ) ( ) ( ) ( )
11 2 1 2
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1 11
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2 1 2 1 2
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1
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i

ii i i i

i
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x x x xa
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B. Вторая модель 

В общем виде одномерный стационарный процесс 
тепломассопереноса в многослойной среде может быть 
задан уравнением 

 
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 1 ( ) ( ) ( ),  1,i i i i i

iD D x m x x i n     , (9) 

где ( ) ( )i x  – величина, пропорциональная объёмной 

плотности мощности распределения источников. В 
точке контакта слоёв задаются условия непрерывности 
потенциала и потока. 

Если значения потенциала (1)

1( )x  и потока 

(1)

1( )J x  заданы, то для уравнения (9) поставлена 

задача Коши. 

Введём вектор-столбцы V, W и матрицу K 

( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

1

1
( )

( )( )
( ) ,  ( ) , 

( )( )

ch ( , ) sh ( , )
( , ) ,

sh ( , ) ch ( , )

ii

i i
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i i i i i
i

i i i i

w xx
V x W x

D w xJ x

mX x x m mX x x
K x x

m mX x x mX x x





  
          

 
  

 

 

где ( ) ( )iw x  – частное решение уравнения (9) для i-ого 

слоя. 

В работе [18] было показано, что 

 
 

( ) ( ,1) (1)

1 1
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( ) ( , ) ( )
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i
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 (10) 

где 
( , ) ( ) ( 1) ( )

1 1( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )i j i i j

j i i i j jL x x K x x K x x K x x

   

при ,i j  (0)

1( ) 0W x  . 

Обозначим ( ) ( ,1)

1 1 1( ) ( , )u n

n nK x L x x   – общую K-

матрицу всей системы слоёв, а вектор дополнительных 
потоков 
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1 1
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тогда в конечной точке системы слоёв получим 
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( ) (1) ( )

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )u u

n n nV x K x V x W x    . 

Формула (10) даёт аналитическое решение задачи 
Коши для уравнения (9) при произвольном количестве 
слоёв. 

Например, применяя метод для решения 
дифференциального уравнения, описывающего 
диффузию неравновесных неосновных носителей 
заряда (ННЗ), генерированных широким электронным 
пучком в многослойной полупроводниковой мишени 
[14] 

 
2 ( ) ( )

( ) ( )

2 ( )

( ) ( )
( ),  1,

i i
i i

i

d p x p x
D x i n

dz

 
   


 (11) 

с граничными условиями 

 
(1)

(1) (1)

0

( )
(0)s

z

d p z
D v p

dz



  , 

( ) ( ) 0,np    (12) 

где sv  – скорость поверхностной рекомбинации ННЗ, 

получим, что 
( )

1 ( )ia x  равно коэффициенту диффузии 

( )iD  в i-м слое, и 
( )

2 ( )ia x  равно времени жизни ( )i  

ННЗ в i-ом слое, m = 1, а ( ) ( ) ( )( ) ( ),i i ix x      где 

( ) ( )i x  – плотность ННЗ, генерированных в 

полупроводнике в i-м слое. При постоянных 
коэффициентах уравнения на i-м слое матрица K 
принимает вид 

( )
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ch sh
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sh ch
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i
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III. РЕЗУЛЬТАТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Ниже на модельных задачах проиллюстрированы 
некоторые возможности разрабатываемого подхода. 

A. Первая модель 

Для иллюстрации некоторых возможностей разра-
ботанного метода на рис. 1 рассмотрена модельная 
трёхслойная полупроводниковая структура Si-Ge-Si, 
обладающая симметрией относительно середины 
среды по последовательности слоёв, их толщине и 
нагреву.  

Толщина каждого слоя принималась равной 1 мкм. 
К моменту отключения источника нагрева внутренний 
слой нагрет на 10T K  , внешние слои не нагреты 

 0T K  . Полученное распределение температуры, 

как и следовало ожидать, обладает симметрией, на гра-
ницах слоёв имеются изломы графика температуры, с 
увеличением времени температура убывает до нуля 
для всех точек полупроводника.  

Корректность получаемых результатов при 
использовании разработанного метода проверялась 
также при моделировании нагрева и остывания 
однородных сред – см. рис. 2. 

Здесь представлены результаты моделирования 
процесса остывания однородного полупроводника, 
кремния, который условно был разбит также на три 
слоя толщиной каждый по 1 мкм, при этом внутренний 
слой считался нагретым на 10T K  , а внешние слои 

не нагреты ( 0T K  ). Как и ожидалось, для однород-

ного материала распределение температуры обладает 
симметрией, на границах условных слоёв график 
температуры гладкий, что соответствует однородности 
среды, с увеличением времени температура убывает до 
нуля для всех точек полупроводника. 

 

Рис. 1. Слева – график остывания трехслойной симметричной структуры Si-Ge-Si. Справа – соответствующее распре-
деление температуры по глубине при 8

10  ct
 . В начальный момент времени нагрет только средний слой, толщина 

каждого слоя 1 мкм 
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Рис. 2. Слева – график остывания однородного полупроводника Si. Справа – соответствующее распределение темпе-
ратуры по глубине при 8

10 c.t
  В начальный момент времени нагрета только средняя часть – от 1 до 2 мкм

B. Вторая модель 

На рис. 3 представлено распределение плотностей 
потерь энергии электронами пучка в кремнии, арсе-
ниде галлия и теллуриде кадмия, нормированные на 
величину энергии, выделяемой в мишенях в единицу 
времени – см. [7], [19], [20]. При проведении расчетов 
использованы параметры мишени, характерные для 
указанных полупроводниковых материалов. При паде-
нии киловольтных электронов на полупроводниковый 
материал в последнем генерируются неосновные 
носители заряда (ННЗ), распределение концентрации 
которых по глубине описывается уравнениями (11), 
(12). 

Правая часть уравнения (11) представляет собой 
сумму двух функций гауссовского типа, поэтому 
аналитическое решение (11), (12) имеет довольно 
сложный вид. В подобных ситуациях или когда 
аналитическое решение задачи найти вообще не уда-
ётся, разрабатываемый матричный метод можно 
использовать как численный. Для этого материал 
разбивается на большое число планарных слоёв, на 
каждом из которых правая часть заменяется, например, 
на константу. Чтобы исследовать такую возможность 
применения матричного метода, мы сравнивали 

результаты аналитического решения с результатами 
матричного метода. Графики распределений 
концентрации ННЗ для кремния при разбиении глу-
бины полупроводника в пределах 10 мкм на 20 слоёв 
одинаковых размеров представлены на рис. 4. Расчёты 
проводились для электрофизических параметров 
материала, характерных для выбранного типа мишени: 

скорости поверхностной рекомбинации 
1010sv  мкм/с, 

коэффициента диффузии 
8 210 мкм /с,D   времени 

жизни ННЗ 
810 с,   диффузионной длины 

1 мкм.L D   В выбранном масштабе кривые, 

полученные численно матричным методом, совпадают 
с кривыми, построенными по аналитическому 
решению. Однако оценка относительной погрешности 
результатов показала, что в приповерхностном слое 
погрешность очень высока, и наибольшее значение 
имеет при 0 мкм.z   Это может объясняться 

неизбежностью округлений при вычислении 
аналитического результата, недостаточным 
количеством слоёв разбиения и др. При увеличении 
числа слоёв относительная погрешность уменьшается, 
при этом сохраняя наибольшие значения близко к 
поверхности полупроводника.  
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Рис. 3. Распределение плотностей потерь энергии электронами пучка ( )P z  в Si (а), GaAs (б) и CdTe (в), нормирован-

ные на величину мощности aE , выделяемой в мишени, и рассчитанные для энергии электронов 5 (кривая 1), 
10 (кривая 2), 20 (кривая 3) кэВ 

 

Рис. 4. Результаты численного моделирования распреде-

ления ННЗ в кремнии матричным методом при разбие-
нии участка от 0 мкм до 10 мкм на 20 слоёв (участки на 
кривых выделены разными цветами). Энергия электро-

нов пучка Е0 = 10 кэВ (кривая 1), Е0 = 20 кэВ (кривая 2), 
Е0 = 30 кэВ (кривая 3) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основное достоинство совместного использования 
матричного метода и метода обобщенных степеней 
Берса для моделирования тепломассопереноса состоит 
в возможности его применения к произвольному числу 
слоёв среды. Результаты расчетов показывают 
перспективность развития предлагаемого подхода для 
моделирования процесса переноса в 
полупроводниковых материалах, в том числе для 
численного моделирования, как в случае однородной, 
так и неоднородной среды.  
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Abstract — The paper presents some possibilities for the joint 

use of the matrix method and the method of generalized 

powers of Bers for mathematical modeling of heat and mass 

transfer caused by the interaction of charged particles or 

electromagnetic radiation with the surface of a multilayer 

semiconductor target. The proposed matrix method is ana-

lytical, it is applicable to solve the problems of heat and mass 

transfer in a homogeneous or multilayered medium with 

shift, axial or central symmetry for an arbitrary number of 

layers, including the case when the parameters of the layers 

are variable, i.e. the layers are not homogeneous. Such a 

generality is achieved by using the apparatus of generalized 

powers of Bers. Simulation is reduced to the sequential mul-

tiplication of second-order functional matrices whose com-

ponents at each point are determined by the physical and 

geometric parameters of the current layer. 

The solution of nonstationary problems of heat and mass 

transfer is based on the classical Fourier method, and its 

combination with the proposed matrix method makes it pos-

sible to find a solution of the problem relatively easily in the 

case of a multilayered medium. Some possibilities of this 

approach are demonstrated by the example of solving a 

nonstationary homogeneous heat conduction equation (cool-

ing process) for a three-layer material. 

When the stationary inhomogeneous problem of heat and 

mass transfer is solved, it is necessary to know its any partic-

ular solution. In cases where the analytic expression of a 

particular solution is difficult to find or fails, the matrix 

method can be applied as a numerical method. In this case, 

the entire material is divided into a large number of thin 

layers and the right side on each layer is assumed to be 

equal, for example, to a constant. The possibility of such ap-

proach is demonstrated by the example of solving a station-

ary inhomogeneous diffusion problem for a homogeneous 

material with segmentation into 20 layers. 
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