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Аннотация — Данная публикация имеет аналитический 
характер. Описывается подход к синтезу рекурсивных 
цифровых фильтров с конечной длиной слова, при кото-
ром четко разграничены этапы расчета передаточной 
функции и структурного синтеза. Основываясь на том, 
что нули и полюсы цифровых фильтров с ограниченной 
разрядностью являются элементами множества алгебра-
ических чисел, на изученной топографии нулей и полю-
сов в дискретизированной z-плоскости предлагается 
окончательное вычисление нулей и полюсов ЦФ с учетом 
конечной длины слова еще до этапа структурного син-
теза. Этап структурного синтеза основан на генерации 
структур с учетом теоретико-числовой природы нулей и 
полюсов.  
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I.  ВВЕДЕНИЕ 
Несмотря на длительную историю [1]-[3] проблема 

синтеза рекурсивных цифровых фильтров (ЦФ) с уче-
том конечной разрядности чисел, участвующих в вы-
числениях, весьма далека от окончательного решения. 
Если не принимать во внимание конечную точность вы-
числений, то синтез рекурсивных фильтров хорошо 
изучен, описан и реализован в системах разработки [4]-
[6]. При отсутствии жестких требований к характери-
стикам ЦФ достаточно просто решается задача синтеза 
и реализации и при условии ограниченной разрядности. 
При усложнении же требований к характеристикам ЦФ 
проявляется большое число проблем, которые оказыва-
ются непреодолимыми при практической реализации. 
Это обстоятельство приводит к тому, что разработчики 
отказываются от попыток реализовать преимущества 
рекурсивных ЦФ перед нерекурсивными с точки зрения 
объема вычислительных ресурсов. Для подтверждения 
этого факта приведем такой пример. Для реализации на 
программируемых логических схемах (ПЛИС, FPGA) 
корпорация Altera предлагала разработчикам такое 
средство проектирования, как компилятор ЦФ с беско-
нечной импульсной характеристикой IIR Compilator. 
Однако в 2003 году Altera прекратила поддержку этого 
продукта [7]. 

Причиной трудностей при синтезе рекурсивных ЦФ 
с конечной длиной слова является недостаточная глу-
бина изучения фундаментальных особенностей вычис-
лительных процессов в рекурсивных ЦФ, отсутствие 
средств разработки, учитывающих эти особенности.  

В цикле публикаций, к числу которых относятся [8]-
[11], предлагается новый подход к синтезу рекурсивных 
ЦФ с конечной длиной слова, в котором предприняты 
попытки преодолеть упомянутые трудности синтеза. 

Данная работа представляет собой аналитический 
обзор работ, описывающих этот новый подход. 

Кстати, имеет смысл отметить и тонкость в исполь-
зовании терминологии, относящейся к рекурсивным 
фильтрам. Считается, что термины рекурсивный ЦФ и 
ЦФ с бесконечной импульсной характеристикой явля-
ются эквивалентными. Однако с учетом конечной 
длины разрядной сетки при реализации ЦФ в арифме-
тике с фиксированной точкой понятно, что невозможно 
представить числа, абсолютная величина которых 
слишком мала, поэтому длина импульсной характери-
стики будет либо конечной (хотя и большей, чем поря-
док ЦФ), либо бесконечной, но эта бесконечность будет 
существовать за счет наличия паразитных колебаний 
предельного цикла малого уровня. Поэтому представля-
ется, что термин рекурсивный фильтр является более 
точным и будет использоваться в настоящей работе. 

II. ПОДХОДЫ К СИНТЕЗУ РЕКУРСИВНЫХ ЦФ С 
КОНЕЧНОЙ ДЛИНОЙ СЛОВА 

При традиционном подходе к синтезу рекурсивных 
ЦФ можно выделить [4]-[6] такие этапы как функцио-
нальный синтез, при котором рассчитывается переда-
точная функция (ее нули и полюсы), выбор структурной 
схемы (структурный синтез), параметрический синтез 
(расчет коэффициентов выбранной структуры без учета 
ограниченной длины разрядной сетки), квантование ко-
эффициентов. 

Последняя операция приводит к искажению точного 
значения коэффициентов ЦФ, к искажению нулей и по-
люсов ЦФ, к искажению передаточной функции, ча-
стотных характеристик. Далее прибегают либо к увели-
чению разрядности, либо к смене структурной схемы. 
Несмотря на большое число публикаций, описывающих 
различные структуры, их применение ограничено уни-
кальностью метода расчета каждой структуры и крайне 
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ограниченной номенклатурой структур, предлагаемых 
в доступных системах разработки. 

Данная работа представляет собой аналитический 
доклад, в котором описывается новый подход к синтезу 
рекурсивных ЦФ с конечной длиной слова. 

Основываясь на изученной теоретико-числовой 
природе нулей и полюсов ЦФ с конечной разрядностью, 
предлагается еще на этапе функционального синтеза 
окончательно вычислить нули и полюсы ЦФ с учетом 
ограничений на длину разрядной сетки. Последующий 
этап структурного синтеза не будет искажать резуль-
таты функционального синтеза. 

Проведенные исследования показали связь струк-
туры ЦФ с теоретико-числовой природой нулей и полю-
сов. Предлагается генерировать структурные схемы в 
соответствии с этой природой, основываясь на выявлен-
ных алгебраических особенностях матричного 90пии-
сания структур. 

III. ТЕОРЕТИКО-ЧИСЛОВОЙ АНАЛИЗ НУЛЕЙ И 
ПОЛЮСОВ 

В этом разделе раскрыты характеристики стилей, 
используемых в данном документе. 

A. Алгебраические числа 
Известно, что если коэффициенты полинома  
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z c z −
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= ∑    (1) 

являются элементами множества рациональных чисел  

  ic ∈Q ,       (2) 

то корни этого полинома принадлежат множеству ал-
гебраических чисел 

iz ∈Az.   (3) 

Для подмножеств алгебраических чисел справедливо 
выражение 

1 2 ... ...k n= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂Q A A . A A A., (4) 

где индексы k идентификаторов подмножеств kA  – сте-
пени алгебраических чисел (степени минимального или 
канонического полинома элементов подмножества kA
). 

Максимально возможная степень алгебраических 
чисел, являющихся корнями полинома ( )P z , равна сте-
пени полинома, но максимальная степень iz  может 
быть меньшей, чем степень полинома.  

Например, корни полинома 
( ) 4 3 2

1P 1z z z z z= + + + +  являются алгебраическими 
числами четвертой степени 
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. Этот полином не 

может быть представлен в виде произведения двух по-
линомов второй степени с рациональными коэффици-
ентами: 

( ) ( )( ) ( )( )2 2
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В то же время степень корней полинома 
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Алгебраико-числовая природа нулей и полюсов реаль-
ных цифровых фильтров 

Если не учитывать эффекты конечной длины слова, 
то коэффициенты ia  и ib  передаточной функции  
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ia ∈R  и ib ∈R , действительные и мнимые части нулей 
Re ziz ∈R , Im ziz ∈R  и полюсов Re piz ∈R , 
Im piz ∈R  являются элементами множества веществен-
ных чисел ( R ). 

Все реальные цифровые фильтры характеризуются 
конечными длинами слов, поэтому коэффициенты пе-
редаточной функции являются элементами подмноже-
ства mQ  множества рациональных чисел Q . Если ко-
эффициенты ЦФ представлены двоичным дополнитель-
ным кодом в форме с фиксированной точкой, то m  – 
длина дробной части коэффициентов. В [13]-[15] пока-
зано, что нули и полюсы являются элементами подмно-
жества множества алгебраических чисел A . 

B. Топография нулей и полюсов в z-плоскости для ЦФ 
с квантованными коэффициентами 
Если выполняются условия ia ∈R  и ib ∈R , то лю-

бая точка z-плоскости может являться нулем или полю-
сом передаточной функции (5). В случае же квантова-
ния коэффициентов ЦФ нулями и полюсами могут быть 
только точки z-плоскости, координаты которых явля-
ются алгебраическими числами. Степень алгебраиче-
ских чисел при этом определяется структурой ЦФ и мо-
жет быть меньшей, чем порядок фильтра, как это пока-
зано выше. В [16] показано, что для ЦФ, реализованных 
по прямой и канонической структуре, степень нулей и 
полюсов равна порядку фильтра – для ЦФ четного по-
рядка, реализованных по каскадной структуре, степень 
нулей и полюсов равна двум, для ЦФ четного порядка, 
реализованных по параллельной структуре, степень ну-
лей равна порядку фильтра, а степень полюсов равна 
двум. 

Топография нулей и полюсов ЦФ в z-плоскости 
определяется не только их степенью, но и разрядностью 
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дробной части коэффициентов ЦФ (коэффициентов ми-
нимального полинома). 

 
Рис. 1. Топография алгебраических чисел второй  

степени (длина дробной части коэффициентов m=2)  

 
Рис. 2. Топография алгебраических чисел четвертой  

степени (длина дробной части коэффициентов m=2)  

На рис. 1 и 2 показаны все возможные положения 
алгебраических чисел второй и четвертой степени с раз-
рядностью дробной части коэффициентов m=2 внутри 
верхней половины единичного круга z-плоскости. 

Для алгебраических чисел второй степени их гео-
метрическое место в z-плоскости детально описано в 
[17]. К сожалению, подобное описание для алгебраиче-
ских чисел более высокой степени получить не удалось. 
Если в первом случае геометрическое место – системы 
концентрических окружностей с определенным цен-
тром на оси абсцисс и определенным радиусом, то во 
втором случае форма кривых существенно сложнее. 

Если коэффициенты полиномов связаны дополни-
тельными уравнениями, то из множеств возможных 
значений исключается ряд элементов. В результате то-
пография изменяется. Это описано в [18]. 

C. Взаимосвязь между z-плоскостью и простран-
ством коэффициентов минимального полинома 
Как отмечалось выше, топография корней мини-

мального полинома второй степени хорошо изучена 
[17]. В результате возможен поиск нулей и полюсов 
непосредственно в z-плоскости. Для алгебраических чи-
сел более высокой степени аналитические выражения в 
настоящее время отсутствуют. Однако в этом случае 
для поиска параметров ЦФ можно применить косвен-
ный подход. Геометрическому месту алгебраических 
чисел соответствующей степени ставим в соответствие 

геометрическое место коэффициентов минимального 
полинома. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Отображение системы окружностей на плоскость 
коэффициентов для алгебраических чисел  

второй степени 

На рис. 3 показано для алгебраических чисел второй 
степени с m=3 отображение системы концентрических 
окружностей с центром 0 0.25 0z j= +  на систему экви-
дистантных прямых в плоскости коэффициентов мини-
мального полинома 2

1 2z b z b− − . Наклон прямых линий 
определяется центром концентрических окружностей: 

( )2 2
2 0 1 0b z b z r= − + − ,   (6) 

где 2r  – квадрат радиуса [13], [14], [17]. 

Для алгебраических чисел более высокой степени 
оперируем значениями коэффициентов минимального 
полинома. При этом приходится решать проблему 
устойчивости ЦФ [14], [15], [19]. Полюсы таких ЦФ 
должны находиться внутри единичного круга в z-
плоскости, исключая единичную окружность, поэтому 
приходится прибегать к численным методам определе-
ния корней полинома. 

IV. СИНТЕЗ ЦФ НА ФУНКЦИОНАЛЬНОМ УРОВНЕ 
С учетом вышесказанного представляется целесооб-

разным использование следующей процедуры синтеза 
ЦФ на функциональном уровне. 

1. Выполнение стандартной процедуры аппроксима-
ции частотной характеристики, в результате которой 
вычисляется множество нулей и полюсов 
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2
ziz ∈ =C R , 2

piz ∈ =C R , 1,...,i n= . (7) 

2. Выбор начального значения степени нулей и полю-
сов 

0z zAlgPw Pw= , 0p pAlgPw Pw= . (8) 

Для четных n естественно выбрать 0 0 2z pPw Pw= = . 

3. Выбор начальных значений разрядности дробной 
части коэффициентов минимальных полиномов сте-
пени zAlgPw  для нулей ( zm ) и pAlgPw  для полюсов (

pm ). 

4. Определение начального значения нулей с парамет-
рами { },z zAlgPw m  и полюсов { },p pAlgPw m  (для ком-
плексных корней необходимо обеспечить комплексную 
сопряженность), либо начального значения коэффици-
ентов соответствующих минимальных полиномов. 

5. Выполнение процедуры поиска на множествах ну-
лей и полюсов или на множествах коэффициентов соот-
ветствующих минимальных полиномов. 

5.1. При выполнении требований, предъявляемых к 
ЦФ, завершение процедуры. 

5.2. Принятие решения о продолжении поиска или 
о его прекращении. 

6. Принятие решения об увеличении длины дробной 
части коэффициентов с переходом к пункту 7 или об от-
казе от дальнейшего увеличения этих параметров с пе-
реходом к пункту 9. 

7. Увеличение zm  и/или  pm . 

8. Возвращение к пункту 6. 

9. Принятие решения об увеличении степени нулей и 
полюсов с переходом к пункту 10 или об отказе от даль-
нейшего увеличения этих параметров с переходом к 
пункту 12. 

10. Увеличение степени нулей и/или полюсов. 

11. Возвращение к пункту 6. 

12. Принятие решения об изменении требований к ЦФ. 

13. Возвращение к пункту 1. 

V. ОПИСАНИЕ СТРУКТУРЫ ЦФ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ 
МАТРИЦЕЙ 

В качестве математической модели структурной 
схемы ЦФ целесообразно использовать матрицу коэф-
фициентов передачи между узлами структурной схемы 
[21]. Будем называть такую матрицу топологической. 
Она наиболее адекватно описывает структурную схему 
и ее свойства, в том числе теоретико-числовые [14], 
[15]. 

 

Рис. 4. Каноническая форма рекурсивного фильтра  
четвертого порядка 

Например, структурная схема, представленная на 
рис. 4, описывается следующей топологической матри-
цей 

 

(9) 

Для полноты описания необходимо также указать 
номера входного и выходного узлов. Канонической 
формой топологической матрицы будем считать такую, 
у которой все элементы 1z− , соответствующие блокам 
задержки, находятся выше главной диагонали, а эле-
менты, соответствующие блокам умножения, располо-
жены ниже главной диагонали. Если схема физически 
реализуема (вычислима), т.е. не содержит замкнутых 
контуров без элементов задержки, то существует такая 
нумерация узлов, при которой топологическая матрица 
является канонической [21]. 

Если вектор ( )zY  – вектор z-преобразований по-
следовательностей отсчетов, вычисляемых в узлах 
структурной схемы, то можно записать уравнение 

( ) ( ) ( ) ( )z z z X z= +Y T Y I ,  (10) 

где I  – вектор, все элементы которого равны нулю, за 
исключением элемента с номером, равным номеру 
входного элемента. Этот элемент равен единице. Урав-
нение (10) можно преобразовать к виду 

( ) ( )( ) ( )1
z z X z

−
= −Y E T I ,  (11) 

где E  – единичная матрица. Матрица 

( ) ( )( ) 1
z z

−
= −H E T   (12) 

– матрица передаточных функций ( )ijH z   ( i , j  – но-
мера соответственно выходного и входного узлов). 
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VI. ВЗАИМОСВЯЗЬ МЕЖДУ ТОНКОЙ СТРУКТУРОЙ 
ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ МАТРИЦЫ И ТЕОРЕТИКО-ЧИСЛОВЫМИ 

СВОЙСТВАМИ НУЛЕЙ И УЗЛОВ 
В [14], [15], [22], [23] показано, что степень полюсов 

определяется структурой канонической формы тополо-
гической матрицы для ЦФ, порядок которых равен 
числу блоков задержки. В такой матрице можно выде-
лить квадратные подматрицы, элементы главных диаго-
налей которых являются элементами главной диаго-
нали топологической матрицы, элементы 1z−  являются 
последними элементами первой строки подматрицы. Из 
подматриц можно сформировать кластеры. Любая под-
матрица, входящая в данный кластер, имеет общие эле-
менты хотя бы с одной подматрицей, входящей в этот 
же кластер, и не имеет общих элементов с подматри-
цами, входящими в другие кластеры. Если кластер объ-
единяет r подматриц, то этому кластеру соответствуют 
r полюсов r-й степени. Например, в топологической 
матрице (9) выделяется один кластер, объединяющий 
четыре подматрицы. Поэтому степень всех полюсов ка-
нонической формы рекурсивного ЦФ четвертого по-
рядка равна четырем. А степень полюсов каскадной 
структуры ЦФ четвертой степени (рис. 5) равна двум. 
Топологическая матрица такой структуры имеет вид 

 

. 
(13) 

К сожалению, установить связь структуры тополо-
гической матрицы со степенью нулей не удается. Пока 
предлагается следующий подход к определению сте-
пени нулей для конкретной структуры. Если полином с 
рациональными коэффициентами в числителе переда-
точной функции может иметь корнем алгебраическое 
число r-й степени, то соответствующий нуль является 
нулем r-й степени. Однако решить такую задачу 
сложно. Проще использовать следующий подход.  

Если алгебраическое число r-й степени, будучи кор-
нем полинома числителя передаточной функции, при-
водит к тому, что коэффициенты этого полинома не яв-
ляются рациональными числами, то нули такого ЦФ не 
могут иметь r-ю степень.  

Задача состоит в определении для данной структуры 
максимальной степени нулей. 
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Рис. 5. Каскадная форма рекурсивного фильтра  

четвертого порядка 

VII. ГЕНЕРАЦИЯ СТРУКТУР ЦФ 
В [14], [15], [24]-[26] показано, что, генерируя кано-

нические формы топологической матрицы порядка N со 
всеми возможными допустимыми коэффициентами и 
задавая номера входного (inp ) и выходного (out) узлов, 
можно получить все структуры физически реализуемых 
ЦФ с N узлами. 

В качестве примера рассмотрим вариант, для кото-
рого 5N = , 3inp = , 4out = : 

( )

1

1
211
31 32

41 42 43

51 52 53 54

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0

0

z
c z

z c c
c c c
c c c c

−

−

−

 
 
 =
 
 
 

T . (14) 

Этому варианту соответствует ЦФ, структурная 
схема которого представлена на рис. 6. 

 
Рис. 6. Пример сгенерированной структуры цифрового 

фильтра 

Количество блоков умножения в сгенерированных 
структурах превосходит число степеней свободы (число 
коэффициентов передаточной функции). В [27]-[29] 
представлены методики синтеза новых канонических 
структур второго порядка, основанные на генерации 
всех возможных структур с заданным числом узлов, вы-
боре множества, состоящего из пяти коэффициентов, 
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обнулении остальных коэффициентов, отбрасывании 
тривиальных структур. 

В [31], [32] применен другой подход. Избыточность 
использована для уменьшения разрядности коэффици-
ентов (увеличенное число блоков умножения размени-
вается на уменьшение длины слова). 

Данный подход продемонстрируем на примере из-
быточной структуры рис. 7. На рис. 8 представлена пре-
образованная структура без умножителей.  
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Рис. 7. Структура с избыточным числом умножителей 
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Рис. 8. Структура без умножителей,  
эквивалентная структуре на рис. 7 

Для оценивания уровня шумов округления обычно 
используется представление структуры в пространстве 
состояний. В работах [33]-[35] шумы округления ре-
зультатов арифметических операций в сгенерирован-
ной структуре оцениваются по топологической мат-
рице. 

В [36], [37] представлена методика оценивания 
структурной сложности генерируемых структур. 

VIII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложен подход к синтезу рекурсивных цифро-

вых фильтров с конечной длиной слова, учитывающий 
алгебраико-числовую природу нулей и полюсов, алгеб-
раические свойства матричного описания структуры. 
Подход позволяет рассчитывать нули и полюсы с уче-
том ограничений на длину разрядной сетки еще до этапа 

структурного синтеза и генерировать структуру ЦФ с 
учетом теоретико-числовых свойств передаточной 
функции. Дальнейшие исследования предполагают раз-
работку эффективных средств функционального и 
структурного синтеза в рамках описанного подхода.  
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Abstract — Design of recursive digital filters involves sequen-
tial execution of the stages of functional and structural synthe-
sis. At the stage of functional synthesis, the zeros and poles of 
the transfer function are calculated, which satisfy the specifi-
cation of the requirements for the characteristics of the filter. 
At the stage of structural synthesis, a block diagram is formed. 
At this stage, the calculation of the structure coefficients (par-
ametric synthesis) and the quantization of coefficients are per-
formed. With the traditional approach at the stage of func-
tional synthesis, the effects of the finite word length are not 
taken into account. At the same time, the stage of structural 
synthesis leads to distortion of the exact value of the coeffi-
cients of the digital filter, distortion of the zeros and poles of 
the digital filter, distortion of the transfer function, and fre-
quency response. Further, they resort either to an increase in 
the digit capacity or to a change in the structural scheme. De-
spite a large number of publications describing the various 
structures, their applications limited by the unique calculation 
method for each structure and by the extremely short range 
of the structures offered in available developed systems. This 
paper is an analytical report, which describes a new approach 
to the synthesis of recursive digital filters with finite word 
length. Based on the studied number-theoretic nature of zeros 
and poles of the digital filters with limited word length, it is 
proposed to finally compute the zeros and poles of the digital 
filters at the stage of functional synthesis, considering the lim-
itations on the length of the words. The next step of structural 
synthesis will not distort the results of functional synthesis. 
The completed studies have shown the connection between the 
structure of the digital filters and the number-theoretic nature 
of zeros and poles. It is proposed to generate structural 
schemes by this nature, based on the revealed algebraic fea-
tures of the matrix description of structures. 

Кeywords — recursive digital filter, finite word length, alge-
braic numbers, quantization of coefficients, discretization of 
the z-plane, topography of the z-plane, topological matrix. 
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