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Аннотация – Представлен обзор существующих 

топологий сетей на кристалле (СтнК). Проведено 

исследование графов Пэли в качестве топологической 

основы для проектирования СтнК. Рассмотрены 

различные модификации циркулянтных графов. 

Основной акцент исследования сделан на изучении 

корневого и прямого произведений графов Пэли, а также 

дано обоснование нерелевантности рассмотрения 

тензорного, лексикографического и сильного 

произведений графов. Выполнено сравнение наиболее 

важных параметров графов, которые напрямую влияют 

на основные параметры сетей на кристалле, в том числе 

на пропускную способность сети и скорость передачи 

данных между узлами сети. 

Ключевые слова — сеть на кристалле, циркулянтный 

граф, графы Пэли, корневое произведение, прямое 
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I.  ВВЕДЕНИЕ 

В последние годы интеграция систем на кристалле 
(СнК) в архитектуры современных встроенных систем 
происходит повсеместно. Система на кристалле – это 
СБИС, объединяющая на одном чипе различные 
функциональные блоки, которые образуют 
законченное изделие для автономного применения в 
электронной аппаратуре [1].  

СнК может состоять как из одного 
вычислительного узла, так и из большого числа 
IP-ядер и узлов периферии. Задачи, которые должны 
решаться с помощью СнК, становятся более сложными 
и трудоемкими, поэтому необходимо применять 
многопроцессорные СнК, в которых сетевые 
архитектуры в виде сетей на кристалле (СтнК) 
вытесняют решения, где вычислительные ядра 
соединены высокопроизводительными шинами [2]. 
Требуется поиск новых топологических решений, 
которые бы позволили организовать подсистему связи 
СтнК так, чтобы она удовлетворяла все возрастающим 
требованиям, что определяет актуальность данной 
работы.  

Целью данной работы является исследование 
перспективных топологий сетей на кристалле, которое 
включает в себя реализацию алгоритмов построения 
отдельных структур графов на высокоуровневом языке 
Python и проведения сравнительного анализа графовых 
параметров с параметрами известных топологий.  

II. ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗЛИЧНЫХ СТРУКТУР ГРАФОВ 

Высокая актуальность использования СтнК при 
проектировании многопроцессорных СнК определяет 
необходимость проведения поиска и анализа 
топологических структур графов, параметры которых 
должны не уступать параметрам графов, обычно 
используемых при разработке СтнК.  

В основном используют топологии mesh и torus, но 
можно встретить использование топологии ring [3]. 
Также применяются топологии с более сложной 
структурой, такие как hypercube и Butterfly-Fat-
Tree [3]. Отдельно выделяют трехмерные топологии, 
такие как 3D-mesh, 3D-torus, а также иерархические 
топологии, такие как midimew-connected mesh networks 
[4,5], WK-recursive [6] и др. 

Недавно в ряде работ [7–11] появилось 
предложение использовать циркулянтные топологии 
как топологическую основу СтнК. Применение новой 
топологии, имеющей лучше параметры диаметра и 
среднего расстояния, по сравнению с классическими 
регулярными топологиями (mesh, torus, ring), дало 
значительный результат в контексте решения задачи 
поиска оптимальных топологических структур для 
построения СтнК [12,13]. В то же время использование 
циркулянтных топологий также имеет ряд сложностей, 
связанных с необходимостью поиска оптимальных 
алгоритмов маршрутизации и борьбы с явлением 
дедлоков и лайвлоков в сети [14]. Кроме того 
существует проблема поиска семейств оптимальных 
циркулянтных графов для количества узлов больше 
100 и степени вершин больше 4 [15]. Таким образом, 
как показал опыт предыдущих исследований, 
топологический подход к улучшению конечных 
характеристик СтнК за счет использования боле 
эффективных топологий, дает хорошие результаты, и 
его следует развивать путем поиска новых топологий, 
которые могут быть применены для проектирования 
новых СтнК.  

A. Прямое (декартово) произведение графов 

Прямое (декартово) произведение двух графов   и 
 , обозначаемое    , представляет собой граф с 
множеством вершин 

                    (1) 

то есть множество                        
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Множество ребер прямого произведения графов 
G H состоит из всех пар                    вершин с 
               и        , или    =    и [  ,   ]   
     [16]. 

 

Рис. 1. Прямое (декартово) произведение графов 

Таким образом может быть определено декартово 
произведение графов. Данный метод генерации новых 
графов применим в рамках нашего исследования, так 
как он тесно связан с идеей фрактализации структуры 
графов, а также с иерархическими топологиями [17], 
узлы которых являются графами. Из различных 
вариантов применения прямого произведения графов 
можно получать более сложные топологические 
структуры графов, которые могут быть полезны в 
исследовании.  

Прямое (декартово) произведение графов лучше 
остальных (тензорного [15], лексикографического [17] 
и сильного [18]) произведений подходит для решения 
поставленной задачи, поскольку они по сравнению с 
прямым (декартовым) произведением генерируют 
большее количество соединений между узлами, что 
приводит к избыточному усложнению топологической 
структуры графа. 

B. Циркулянтные графы 

Циркулянтным графом [19] называется граф, 
состоящий из множества вершин и ребер таких, что 
способ соединения вершин ребрами можно выразить 
однозначно в виде сигнатуры циркулянтного графа 
вида                  , где   – обозначения 
циркулянтного графа,   – количество вершин, 
           – образующие циркулянтного графа.  

Образующими циркулянтного графа называются 
числа, определяющие шаг, с которым будут соединены 
соседние вершины графа. Например, по сигнатуре 
          строится граф, приведенный на рис. 2.  

 

Рис. 2. Граф           

Основными параметрами, которые являются 
наиболее важными в рамках исследования, являются 
следующие: 

 диаметр графа – число, обозначающее 
наибольшее расстояние между всеми парами 
вершин графа; 

 средняя длина путей графа; 

 плотность графа – отношение количества 
ребер рассматриваемого графа на   вершинах 
к количеству ребер полного графа на   
вершинах. 

Необходимость поиска наиболее подходящих 
структур графа обусловлена требованием обеспечения 
наилучшего пути между отдельными 
маршрутизаторами. Именно по причине 
необходимости учета количества маршрутизаторов, а 
также количества соединений между ними невозможно 
создать такую топологию СтнК, прототипом которой 
является бесконечно большой и полный граф, у 
которого диаметр и средняя длина путей будут 
минимальными. По этой же причине при поиске 
наиболее подходящих структур графов необходимо 
учитывать параметр плотности графов [20]: если 
диаметр графа и средняя длина путей стремятся к 1, то 

количество ребер будет стремиться к 
      

 
, где   – 

количество вершин графа, то есть к количеству ребер 
полного графа. Параметр плотности является важным, 
поскольку характеризует насколько граф близок к 
полному [21]. С одной стороны, чем плотнее граф, тем 
больше существует альтернативных путей для 
доставки пакетов в графе, но чем больше ребер в графе 
топологии СтнК, тем выше затраты площади чипа. 
Поэтому необходимо искать компромиссные решения, 
и характеристика плотности графа является удобным 
параметром для сравнения графов.  

C. Графы Пэли 

Графы Пэли [22] – неориентированные графы, у 
которых количество ребер близко к количеству ребер 
полного графа, и построенные из членов подходящего 
конечного поля путем соединения пар элементов, 
отличающихся на значение квадратичного вычета. 

Целое число   называется квадратичным вычетом 
по модулю  , если разрешимо сравнение [23]: 

                (2) 

Рассмотрим случай q = 17. Поле    образуется 

числами по модулю 17. Числа, имеющие квадратные 
корни по модулю 17: 

 ±1 (квадратные корни ±1 для +1, ±4 для −1); 

 ±2 (квадратные корни ±6 для +2, ±7 для −2); 

 ±4 (квадратные корни ±15 для +4, ±8 для −4); 

 ±8 (квадратные корни ±5 для +8, ±14 для −8). 

Исходя из полученных чисел, граф Пэли 
образуется вершинами, соответствующими числам из 
интервала [0, 16]. При этом каждая вершина   
соединена с шестью соседями:               , 
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               и                 Графическое 
представление данного графа приведено на рис. 3(а). 
      – обозначение графа Пэли на   вершинах. 

  

 а  б  

Рис. 3. Граф        (а), граф                (б) 

Из рис. 3(а) и рис. 3(б) следует, что         
               . Генерация изображений графов 
осуществлена при помощи разработанных скриптов на 
языке python [24,25].  

D. Корневое произведение графов 

Дальнейшее исследование, направленное на поиск 
методов, способных улучшить имеющиеся результаты 
прямого произведения графов, показало 
необходимость исследовать корневое произведение 
графов [26].  

Корневым произведением двух графов   и  , 
обозначаемым    , называется граф, полученный 
путем взятия        копий графа  , где для каждой    
вершиныграфа  , производится отождествление    с 
корневой вершиной i-ой копии   [27]. 

 

Рис. 4. Корневое произведение графов 

Корневое произведение графов имеет следующие 
преимущества по сравнению с прямым произведением 
графов: отсутствие генерации дополнительных ребер 
между графами; более простая топологическая 
структура для первоначального (визуального) и 
последующих этапов анализа. 

Благодаря отсутствию генерации дополнительных 
ребер идея применения предфрактальных и 
фрактальных графов обретает бо льшую значимость и 
имеет важный прикладной характер.  

Идея корневого произведения более полно 
подходит под понятие иерархической топологии по 
сравнению с тем, как это понимают в [28,29]. В них 

существует ограничение на количество топологий на 
нулевом уровне, поскольку предлагаемый там метод 
основывается на установлении связи между 
топологиями путем сдвига двоичных цифр индекса 
каждого шага узла влево или вправо, что в некоторых 
случаях может приводить к повторению значения. 
Корневое произведение не имеет подобных 
ограничений, что является его преимуществом.  

III. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РАЗЛИЧНЫХ ПОДХОДОВ 

К ПОСТРОЕНИЮ ГРАФОВ 

С помощью разработанного программного 
обеспечения (ПО) [30] произведен поиск 
циркулянтных графов, чьи параметры лучше по 
сравнению с параметрами известных топологий (mesh, 
torus, ring) для количества образующих        . 
Разработанное ПО [30] находит параметры 
циркулянтных топологий (такие как диаметр, среднее 
расстояние, количество соединений), и на основании 
полученных данных выбирает оптимальные 
характеристики по критерию минимизации диаметра и 
среднего расстояния [31].  

A. Графы Пэли 

Чтобы дать оценку применимости графов Пэли в 
рамках данного исследования, произведена генерация 
графов Пэли при           где   – простое число, а 
также построены графики сравнения с графами, 
полученными с помощью разработанного ПО [30]. 

Объектами сравнения являются основные 
параметры графа:  

 диаметр; 

 средняя длина путей; 

 плотность; 

 количество ребер; 

 степень вершин. 

 

Рис. 5. График зависимости диаметра от количества 
вершин 

Исходя из анализа графика зависимости диаметра 
от количества вершин, представленном на рис. 5, 
можно сделать вывод, что графы Пэли (обозначение в 
легенде графика – «Diameter_QR») имеют лучшие 
показатели диаметра графа по сравнению с 
циркулянтами. 



12 

 

 

Рис. 6. График зависимости средней длины путей от 
количества вершин 

Исходя из графика, на рис. 6 следует, что 
показатели средней длины путей лучше у графов Пэли 
(обозначение в легенде графика – «Avg_length_QR»). 

 

Рис. 7. График зависимости плотности графа от 

количества вершин 

Анализ графика зависимости плотности графа от 
количества вершин, представленном на рис. 7, 
показывает, что плотность графов Пэли сходится к 0,5, 
т.е. отношения количества ребер графа Пэли на   
вершинах к количеству ребер полного графа на   
вершинах стремится к 0,5. Данный показатель 
значительно хуже, чем у циркулянтных графов, 
приведенных на этом же графике. 

 

Рис. 8. График зависимости количества ребер от 
количества вершин 

Скорость роста количества ребер у графов Пэли 
выше, чем у циркулянтных графов, приведенных на 
графике, изображенном на рис. 8. Величина плотности 
графа непосредственно зависит от количества ребер 
графа, следовательно, при увеличении количества 
ребер, увеличивается показатель плотности графа.  

 

Рис. 9. График зависимости степени вершин графа от 
количества вершин 

Исходя из определения сигнатуры циркулянтных 
графов, участвующих в сравнении, показатель 
количества образующих является постоянным, т.е. 
сигнатура вида                 имеет ровно   
образующих, поэтому показатель степени вершины 
равен   . Количество образующих графов Пэли не 
является постоянным из-за того, что при увеличении 
размера поля    возрастает количество квадратичных 

вычетов по модулю  . Это подтверждается графиками 
на рис. 9. 

В результате проведенного анализа полученных 
графиков на рисунках 10–14, Ошибка! Источник 
ссылки не найден.выделим преимущества и 
недостатки применения графов Пэли для синтеза 
топологий для СтнК.  

Преимущества: 

 Для построения графа Пэли необходимо одно 
число   – количество вершин графа. 
Образующие графа Пэли однозначно 
определены для каждого количества вершин. 

 Графы Пэли имеют лучше показатели 
диаметра и средней длины путей. 

Недостатки: 

 Скорость роста количества ребер значительно 
больше, чем у рассмотренных графов, 
полученных с помощью разработанного ПО 
[30], что способствует возникновению 
возможных трудностей при синтезе топологии 
для СтнК и усложнению маршрутизаторов. 

Таким образом, требуется дальнейшее 
исследование графов Пэли на предмет применимости в 
СтнК. 

B. Корневое произведение графов 

В случае корневого графов       
рассматриваются результаты произведения графов 
Пэли между собой. Ограничение при перемножении 
графов определяется предельным количеством вершин 
результирующего графа, в нашем случае данный 
показатель не превышает 101 вершины.  

Особое внимание следует уделить сравнению 
параметров с прямым произведением графов, чтобы 
понять, какое из рассматриваемых произведений 
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лучше подходит для генерации графов, являющихся 
основой топологической структуры проектируемой 
СтнК. 

 

Рис. 10. График зависимости диаметра графа от 
количества вершин 

График, изображенный на рис. 10, демонстрирует 
сравнение показателя диаметра результирующего 
графа корневого произведения графов Пэли между 
собой (обозначено в легенде графика как 
«Diameter_Rooted_QR QR») с прямым произведением 
графов Пэли между собой (обозначено в легенде 
графика как «Diameter_Cartesian») с графами Пэли и 
графами, полученными в результате работы 
разработанного ПО [30]. В результате анализа 
полученных результатов можно сделать вывод, что у 
графов, получаемых в результате корневого 
произведения по сравнению с прямым произведением, 
значение диаметра принимает меньшие значения и 
имеет меньшую скорость роста. Следует заметить, что 
показатели корневого произведения имеют 
сопоставимые показатели с графами, полученными в 
результате работы разработанного ПО [30], особенно 
циркулянтными графами размерности    . Опираясь 
на построенную линию тренда для корневого 
произведения графов (обозначена в легенде графика 
как ««Diameter_Rooted_QR  QR_Trend_line»), при 
увеличении количества вершин графов, участвующих 
в корневом произведении, наблюдается линейный рост 
показателя диаметра графов.  

 

Рис. 11. График зависимости средней длины путей графа 

от количества вершин 

График зависимости средней длины путей графа от 
количества вершин, приведенном на рис. 11, похож на 
график, изображенный на рис. 10, что позволяет для 
этого случая сделать схожие выводы: линии тренда 

имеют линейный асимптотический характер, скорость 
роста графиков прямых произведений несущественно 
больше, чем на других графиках семейств 
циркулянтных графов, представленных на рис. 10. 
Стоит отметить, что скорость роста рассматриваемого 
показателя меньше, чем у графов, полученных в 
результате работы разработанного ПО [30], 
размерности     и сравнима с показателями данных 
графов размерности      

 

Рис. 12. График зависимости плотности графа от 
количества вершин 

График зависимости плотности графа от 
количества вершин, изображенного на рис. 12, в случае 
корневого произведения графов Пэли на графы Пэли 
при увеличении числа вершин конечного графа 
сходится к 0,2. Данный показатель хуже, чем у 
прямого произведения графов. Несмотря на меньшую 
скорость уменьшения, поведение данного показателя 
является стабильным.  

 

Рис. 13. График зависимости количества ребер графа от 

количества вершин 

На графике зависимости количества ребер графа от 
количества вершин, представленного на рис. 13, линии 
тренда корневого произведения графов Пэли на графы 
Пэли имеют незначительно большую скорость роста 
по сравнению с показателями линии тренда прямых 
произведений графов Пэли на графы Пэли. Также 
корневое произведение графов Пэли между собой 
имеет скорость роста сопоставимую со скоростями 
роста циркулянтных графов, при этом значительно 
превосходя скорость роста графов Пэли.  

В результате проведенного анализа полученных 
графиков на рис. 10–13 отметим преимущества и 
недостатки применения корневого произведения 
графов для синтеза топологий для СтнК.  
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Преимущества: 

 Показатели диаметра и средней длины путей 
графов превосходят аналогичные показатели 
для случая прямого произведения графов и 
демонстрируют свою состоятельность при 
сравнении с выведенными циркулянтными 
графами различных размерностей        . 

Недостатки: 

 Несколько более высокая скорость роста 
количества ребер и плотности у графов.  

Таким образом, можно сделать вывод о 
применимости корневого произведения графов при 
проектировании СтнК. В совокупности сопоставления 
преимуществ и недостатков корневого произведения 
можно утверждать, что данный метод лучше подходит 
для построения топологической основы СтнК, чем 
метод прямого произведения графов. Также, как и в 
случае вывода о применимости прямого произведения 
графов, стоит учитывать, что при построении СтнК 
необходимо проведение исследования достижимой 
пропускной способности и занимаемых ресурсов на 
чипе, поскольку только геометрические 
характеристики, как диаметр и среднее расстояние 
между узлами дают не всю информацию о полезности 
той или иной топологии для СтнК. 

IV. ВЫВОДЫ 

В результате проведенного исследования 
рассмотрены новые подходы к построению топологий 
для синтеза СтнК, а также предложены новые идеи и 
методы конфигурации структур топологий. Основной 
акцент исследования сделан на анализе ранее 
неиспользовавшихся для проектирования СтнК графах 
Пэли. С помощью разработанных скриптов на языке 
Python сгенерированы данные для визуализации и 
подсчета параметров графов средствами Python. Дано 
объяснение нерелевантности использования 
тензорного, лексикографического и сильного 
произведений графов. В результате проведенного 
анализа полученных данных сделан вывод о 
потенциальной возможности применения графов Пэли 
и метода корневого произведения графов как 
топологической основы при проектировании новых 
топологий СтнК. Описаны преимущества и 
недостатков каждого из предложенных методов, а 
также ограничения, которые для них существуют. 
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Abstract — This paper provides an overview of existing 

network-on-a-chip (NoC) topologies. The study of Paley 

graphs as a topological graph basis for the design of NoC is 

carried out. Various modifications of circulant graphs are 

considered. The main focus of the research is directed to the 

study of the direct and root products of Paley graphs, the 

substantiation of the irrelevance of considering tensor, 

lexicographic and strong products of graphs is given. The 

comparison of the most important parameters of the graphs, 

which directly affect the main parameters of networks-on-

chip, including the network bandwidth and the speed of data 

transfer between network nodes, is performed. 
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