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Аннотация — Исследуются полосовые фильтры (ПФ) n-

го порядка, состоящие из последовательно соединенных 

фильтров нижних частот (ФНЧ) Бесселя n-го порядка с 

частотой среза амплитудно-частотной характеристики 

(АЧХ) фильтра     и фильтров верхних частот (ФВЧ) 

Бесселя n-го порядка с частотой среза АЧХ фильтра    , 

включаемые во входных цепях АЦП для выделения 

заданного спектра сигналов до его аналого-цифрового 

преобразования. Показано, что динамические 

погрешности ПФ n-го порядка определяются 

динамической погрешностью ФНЧ n-го порядка с 

частотой среза     и отношением частот        . В 

результате моделирования получены времена задержки 

ПФ для разных порядков фильтров (n=1, 2, 3). 

 Анализ полученных результатов показал, что для 

рассматриваемых фильтров существует 

экспоненциальная зависимость (отрицательная 

экспонента) величины максимальной динамической 

погрешности ПФ от отношения частот        . Это 

позволило получить аналитические выражения для 

оценки величины максимальной динамической 

погрешности ПФ при n=1,2,3, а также для произвольного 

порядка n.  Приводится оценка погрешности 

предлагаемой аппроксимации. Результаты исследований 

ориентированы на разработчиков аналого-цифровых 

систем автоматического управления, устройств 

радиотехники, измерительной техники и связи. 

Ключевые слова — динамические погрешности, задержка 

сигнала по времени, полосовые фильтры Бесселя, ФНЧ, 

ФВЧ. 

I.  ВВЕДЕНИЕ 

Задержка сигнала по времени [1], например, 
пьезодатчика [2], в полосовом фильтре (ПФ) [3], [4], 
включаемом на входе АЦП [5]-[7], является причиной 
появления динамической погрешности [8], которая 
добавляется к статической погрешности и фактически 
уменьшает эффективную разрядность АЦП [8], [9].  

Цель и новизна настоящей статьи состоит в оценке 
динамической погрешности ограничителей спектра в 
виде полосовых фильтров Бесселя, а также в 
исследовании зависимости величины максимальной 
динамической погрешности (  

   ) ПФ от отношения 
частоты среза АЧХ фильтра верхних частот Бесселя 

(   ) к частоте среза АЧХ (   ) фильтра нижних 
частот Бесселя n-ых порядков. Выполненные 
исследования дополняют более ранние публикации 
авторов, в которых рассмотрены динамические 
погрешности ПФ Чебышева и Баттерворта.  

II. ДИНАМИЧЕСКИЕ ПОГРЕШНОСТИ ПФ 

Рассмотрим ПФ, который состоит из 
последовательно соединенных звеньев ФНЧ и ФВЧ 
(рисунок 1). 
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Рис. 1. Типовая структурная схема полосового фильтра 

Амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) 
фильтров, входящих в ПФ, и сам ПФ характеризуются 
частотами среза АЧХ на уровне 0,707: ФНЧ имеет 
частоту    , ФВЧ имеет частоту     и ПФ имеет 
частоты     и     (рисунок 2). 
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Рис. 2. АЧХ используемых фильтров: (a) ФНЧ; (b) ФВЧ; 

(с) ПФ 
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Как показано в работах [8], [10]-[14], максимальная 
динамическая погрешность ФНЧ, в т.ч. с 
дифференциальным входом [1], определяется круговой 
частотой среза АЧХ фильтра (    ) и временем 
задержки информации в ФНЧ (    ): 

                 .                            (1) 

Анализируя предварительные результаты 
моделирования, можно утверждать, что величина 
максимальной динамической погрешности ПФ будет 
равна или близка к величине динамической 
погрешности ФНЧ, входящего в ПФ. 

Рассмотрим ПФ Бесселя [15]-[21] первого, второго 
и третьего порядков, а затем полученные результаты 
обобщим на ПФ произвольного порядка. 

Для каждого порядка полосового фильтра в среде 
Micro-Cap 12 исследованы 5 вариантов схем ПФ, 
частотозадающие элементы которых определяются 
отношением частот                        
                                            
           . При этом на вход ПФ подается перепад 
напряжения и фиксируется задержка     на уровне 0,5.  

Для моделирования выбраны фильтры с круговой 
частотой            . 

III. ДИНАМИЧЕСКИЕ ПОГРЕШНОСТИ ПФ БЕССЕЛЯ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Схемы исследуемых ПФ Бесселя первого порядка 
(ПФ1) с величинами частотозадающих элементов в 
формате прикладной программы Micro-Cap 12 
приведены на рисунке 3. 
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Рис. 3. Схемы полосовых фильтров первого порядка с 

пятью различными значениями         ,  которые для 
каждого моделирования устанавливались  

конденсатором С1 

На рис. 4 приведены временные диаграммы 
переходных процессов в ПФ1 при заданных значениях 
       . Временная диаграмма «0» (Out4) получена 
при           ; «0,25» (Out3) при             ; 
«0,5» (Out2) при            ; «0,75» (Out1) при 
            ; «1» (Out) при            . 

Для получения аналитического выражения времени 
задержки ПФ1 (        ) была выбрана 

аппроксимирующая экспоненциальная функция 
(отрицательная экспонента): 

         =          
  

   
   ,                            (2) 

где    t0 (1) (mc) - время задержки входного импульса в 
ПФ1 при          . 
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Рис. 4. Временные диаграммы переходных процессов в 

ПФ1для пяти отношений частот           (0; 0,25; 0,5; 

0,75; 1,0) 

Проведенные расчеты показали, что коррекция 
аналитического выражения (2) с помощью 
дополнительной синусоидальной функции (      
                ) позволяет уменьшить погрешность 
аппроксимации. Поэтому 

                   
  

   
                       .   (3)  

График относительной задержки 
       

     
=f(       )  

приведен на рисунке 5, где обозначено                  -  

расчетные значения относительной величины времени 

задержки в ПФ1;             - расчетные значения 
экспоненциальной функции;                       - 
расчетные значения дополнительной корректирующей 
синусоидальной функции. 
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Рис. 5.  Точки отсчета значений трех функций при 
разных отношениях частот         

Как показано в таблице 1, при использовании 
формулы (3) для ПФ1 средняя погрешность 
аппроксимации           равна 8,54% при 

максимальной погрешности 20%, которая возникает 
при             . 
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Результаты измерений и расчетов для ПФ1 сведены 
в таблицу 1. 

Таблица 1  

Основные расчетные значения в формуле (3)       
для ПФ1 

   

   

 

 

0,5

     
    
 

Задер. 

на 
уровне 

0,5

     
   . 

        
(mc) 

Относ. 

задер. 
       

     
 

 
  
   
    

 
  
   
    

       
     

Погреш. 

аппрок. 
в %. 

0 0,5      
       

1,00 1,00 1,00 0 

0,25 0.314 1.254 0,570 0,780 0,684 20,0 

0,5 0.250 1.000 0,454 0,607 0,357 -10,3 

0,75 0.211 0.856 0,388 0,473 0,377 2,3 

1,0 0,184 0,739 0,335 0,369 0,369 10,1 

 

В этой таблице 0,5      
      - 0,5 максимального 

значения графика из рисунка 5;         (mc)  -  время 

задержки входного импульса в ПФ1 на уровне 

0,5      
   ;        (mc)  - время задержки входного 

импульса в ПФ1 при          . 
Величину максимальной задержки информации в 

ФНЧ Бесселя (     ) можно определить по известной 
формуле [8], [10] : 

      н  
     122132     004417 

   
,                   (4) 

где n – порядок фильтра. При n=1 находим, что  

                       
      

   
.                                  (5) 

Величина динамической погрешности ПФ1 
Бесселя для сигнала с круговой граничной частотой   
    (при           ) будет равна: 

                
  

   
          

 
   
                

   

   
      .  (6) 

Наибольшее значение максимальной динамической 
погрешности для ПФ1 Бесселя будет при       : 

     
            

 
   
                

   

   
         

              (7) 

IV. ДИНАМИЧЕСКИЕ ПОГРЕШНОСТИ ПФ БЕССЕЛЯ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Схемы исследуемых ПФ Бесселя второго порядка 
(ПФ2) с величинами входящих элементов в формате 
прикладной программы Micro-Cap 12 приведены на 
рис. 6. 

Для получения аналитического выражения времени 
задержки ПФ2 (        ) была выбрана, как и для ПФ1, 

экспоненциальная аппроксимирующая функция 
(отрицательная экспонента): 

         =          
  

   
   .                          (8) 
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Рис. 6. Схемы полосовых фильтров Бесселя второго 
порядка (ПФ2) при различных значениях        , 
которые устанавливались конденсаторами С3 и С4 

Проведенные расчеты показали, что коррекция 
аналитического выражения (8) с помощью 
синусоидальной функции позволяет уменьшить 
погрешность аппроксимации. Поэтому 

                  
  

   
               

   

   
         (9) 

Как показано в таблице 2, при использовании 
формулы (9) для ПФ2 средняя погрешность 
аппроксимации          равна 7,74% при максимальной 

погрешности 13,7%, которая наступает при         = 
0.75. 

Результаты измерений и расчетов для ПФ2 сведены 
в таблицу 2. 

 Таблица 2 

Расчетные значения для ПФ2 

 

Величину максимальной задержки информации в 
ФНЧ Бесселя (     ) можно определить по формуле (5) 
при n=2: 

                         
     

   
.                                (10) 

Таким образом, при            величина 
динамической погрешности ПФ2 для сигнала с 
круговой граничной частотой      (        )  будет 

равна:       

                 
  

   
         

 
   
               

   

   
             (11) 

Наибольшее значение максимальной 
динамической погрешности для ПФ2 Бесселя будет 
при       :  

   
           

 
   
               

   

   
         (12) 

 

   

   

 

 

0,5

     
    
 

Задер. на 
уровне 

0,5     
   . 

        (mc) 

       

     
 

Относ. 
задер.  

  
   
    

          

Погреш. 
аппрок. 

в %. 

0 0,500             1,00 1,00 0 

0,25 0,284 2,704 0,699 0,742 6,1 

0,5 0,201 2.231 0,567 0,507 -10,5 

0,75 0,154 1,938 0,501 0,435 -13,7 

1,0 0,123 1,718 0,444 0,369 -8,4 
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V. ДИНАМИЧЕСКИЕ ПОГРЕШНОСТИ ПФ БЕССЕЛЯ 

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

Схемы исследуемых ПФ Бесселя третьего порядка 
(ПФ3) с величинами входящих частотозадающих 
элементов в формате прикладной программы Micro-
Cap12 приведены на рисунке 7. 
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Рис. 7. Cхемы полосовых фильтров третьего порядка 
(ПФ3) при различных значениях         

Для получения аналитического выражения времени 
задержки ПФ3 (        ) была выбрана, как и для ПФ1, 

экспоненциальная функция (отрицательная 
экспонента): 

                     =          
  

   
    .                    (13) 

Проведенные расчеты показали, что коррекция 
аналитического выражения (13) с помощью 
дополнительной синусоидальной функции позволяет 
уменьшить погрешность аппроксимации. Поэтому 

                  
  

   
               

   

   
 .   (14) 

Как показано в таблице 3, при использовании 
формулы (14) для ПФ3 средняя погрешность 
аппроксимации          (14) равна 8,8% при 

максимальной погрешности 14,5%, которая 
наблюдается, когда          . 

Таблица 3 

Расчетные значения для ПФ3 

   

   

 

 

0,5

     
    
 

Задер. на 
уровне 

0,5     
   . 

        (mc) 

Относ. 

задер. 
       

     
 

 
  
   
    

          

Погреш. 

аппрок. 

в %. 

0 0,500          1,00 1,00 0 

0,25 0,249 3,925 0,737 0,742 0,6 

0,5 0,159 3,306 0,620 0,507 -18,2 

0,75 0,111 2,601 0,488 0,435 -10,8 

1,0 0,082 2,306 0,432 0,369 -14,5 

 
Величину максимальной задержки информации в 

ФНЧ Бесселя (     ) можно определить по формуле (5) 
при n=3:  

      
      

   
.                                (15) 

Таким образом, при              величина 
динамической погрешности ПФ для сигнала с 
круговой граничной частотой       будет равна:     

                  
  

   
          

 
   
               

   

   
               (16) 

  Наибольшее значение максимальной динамической 

погрешности для ПФ3 Бесселя будет при       : 

  
            

 
   
               

   

   

        

               (17) 

VI. ДИНАМИЧЕСКИЕ ПОГРЕШНОСТИ ПФ БЕССЕЛЯ 

ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОРЯДКА 

Полученные результаты моделирования фильтров 
при n=1, 2, 3            позволяют предложить 
обобщенное выражение для величины динамической 
погрешности ПФ n-го порядка (ПФN) Бесселя (      ): 

 

       
  

   
                           

  
 
   
               

   

   
         (18) 

 
Наибольшее значение максимальной динамической 

погрешности для ПФ N Бесселя (  
   ) будет равно: 

  
                               

 
   
    

           
   

   
              (19) 

Для ПФ1 (n=1) в формуле (19) с целью повышения 
точности результата желательно использовать 

коэффициент 0,25 при        
   

   
.      

VII. ВЫВОДЫ 

Полосовые фильтры Бесселя, которые 
используются на входе АЦП для выделения заданного 
спектра сигналов до его аналого-цифрового 
преобразования, оказывают существенное влияние на 
эффективную разрядность АЦП. 

Динамические погрешности ПФ Бесселя n-го 
порядка определяются динамической погрешностью 
входящего в ПФ ФНЧ n-го порядка с частотой среза 
    и отношением частот        . Полученные в 
результате моделирования времена задержки ПФ для 
трех значений        позволили определить 
максимальную динамическую погрешность ПФ при 
изменении порядка фильтра от 1 до 3. 

 Анализ полученных результатов показал, что для 
фильтров рассматриваемого класса существует 
экспоненциальная зависимость (отрицательная 
экспонента) величины максимальной динамической 
погрешности от отношения частот        .  

 В работе получены конкретные значения 
максимальных погрешностей для ПФ Бесселя 1,2, и 3-
го порядков, а также предложено аналитическое 
выражение для величины максимальной динамической 
погрешности при произвольном порядке n.  
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Abstract — The band-pass filters (BPF) of the n-th order, 

consisting of series-connected n-th order Bessel low-pass 

filters (LPF)  with a cutoff frequency of the amplitude-

frequency characteristic (AFC) of the filter      and n-th 

order Bessel high-pass filters (HPF)  with a cutoff frequency 

of the frequency response of the filter    , included in the 
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input circuits of the ADC to select a given spectrum of 

signals before its analog-to-digital conversion. It is shown 

that the dynamic errors of the n-th order BPF are 

determined by the dynamic error of the n-th order low-pass 

filter with a cutoff frequency     and a frequency ratio 

       . As a result of the simulation, the PF delay times for 

different filter orders (n=1, 2, 3) were obtained. 

    The analysis of the obtained results showed that Bessel 

band-pass filters, which are used at the input of the ADC to 

isolate a given spectrum of signals before its analog-to-digital 

conversion, have a significant impact on the effective bit 

depth of the ADC. For the filters under consideration, there 

is an exponential dependence (negative exponent) of the 

maximum dynamic error of the BPF on the frequency ratio 

       . This made it possible to obtain analytical 

expressions for estimating the magnitude of the maximum 

dynamic error of the BPF at n=1,2,3, as well as for an 

arbitrary order of n. An estimate of the error of the 

proposed approximation is given. 

The research results are aimed at developers of analog-

digital automatic control systems, radio-engineering devices, 

measuring equipment and communications. 

 

Keywords — dynamic errors, time delay, Bessel band-pass 

filters, LPF, HPF. 
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